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Bevezetés

Az elektronikus jegyzet a BMF Kando Kdlmdn Villamosmérnoki Kar érvényes
tantervében szerepld Digitalis technika I, tantargy oktatasi anyagat tartalmazza. A jegy-

zet hadrom f6 részben:
» A digitdlis technika elméleti alapjai,
» A digitdlis hdlozatok, és
» Digitdlis integralt aramkorok, és alkalmazdasuk

fejezetekben targyalja a kotelezd tananyagot. A tananyag elsajatitasat segitik a tantermi
foglalkozasok soran megoldott példak, és otthoni feladatok. A gyakorlati készség
fejlesztését szolgaljak laboratoriumi gyakorlatok. Mindezekhez bdséges oktatasi

segédlet all a nappali, a levelezd, és a tdvoktatasos hallgatok részére.

A digitalis technika modszereivel az informdcio leképzés, miiveletvégzés és az eredmé-
nyek tovabbitasa kétértékii elemi informaciok (bitek) sorozataval, digitalis szavakkal

torténik. A kiilonb6zé miiveletvégzések egyszerli logikai dontések sorozatara
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vezethetdk vissza. Ugyancsak logikai miiveleteket kell végezni, pl. két - kiilonb6zd
mennyiség értékét hordozé - informécié kozotti viszony (kisebb, nagyobb, egyenld)

megallapitdsdhoz.

Mieldtt a digitalis technika alapjair6l irnank, réviden ismerkedjiink meg — a teljesség

igénye nélkiil — az e - technikat megalapoz6 legjelentdsebb személyek munkassagaval.

George Boole (1815-1864) angol matematikus foglakozott legeldszor a formalis logika

algebrai szintli leirdsaval és alkotta meg a réla elnevezett algebrat, melyet 1847-ben a

The Mathematical Analiysis of Logic " cimli konyvében tett kozz¢.

C. Shannon mérnok-matematikus 1938 -ban megjelent 'Switching Theory' cimii
konyvében adaptalta elészor G. Boole algebrajat kétallapotd kapcsoldelemeket
tartalmaz6 logikai rendszerek leirdsara. Az informacioelmélet megalapitasa is nevéhez

flizédik, az informécid alapegységét is tiszteletére rola nevezték el

Azota hihetetlen mértékii fejlodés kovetkezett be a technika és ezen beliil is a logikai
rendszerek fejlodésében ¢és alkalmazasdban. Ez a fejlodés mind az elmélet, a
rendszertechnika mind pedig a technolédgia teriiletén igen gyors volt és természetesen
ma is még az. A technologia fejlddésén természetesen itt elsdsorban az aramkori
elemek és az ehhez kapcsolodo logikai illetve aramkori rendszerek szerelésének
automatizalasra lehet gondolni. Erdekes megfigyelni - véleményem szerint a technika
fejlodésében egyediilallo moédon - hogy voltak iddszakok amikor a technoldgia
fejlodése - konkrétan a nagy bonyolultsdgu integralt dramkordk, a mikroprocesszorok

megjelenése - késziiletleniil érte az elméletet, szinte lehagyva azt.

A kovetkez6 felsorolas teljesen Onkényes, de mindenképpen olyan tudoménytorténeti
neveket tartalmaz akik igen nagy mértékben eldsegitették a logikai rendszerek

elméletének kidolgozasat, fejlodését,

Evarist Galois (1812-1832 ) Francai matematikus a modern algebra egyik agéanak
megalapitoja. Az altala létrehozott és rola elnevezett csoportelmélet adja a kodolés
elmélet, a kriptografia elméleti hatterét. Rovid élete alatt hozta 1étre ezt a nem éppen

konnyen elsajatithatd elméletet, még egyetemista koraban parbajban meghalt.
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Wilkes angol matematikus aki 1954 es években kifejlesztette a mikro-programozas
elméletét, amelyet a technoldgia akkori szintjén még igen koltséges lett volna
alkalmazni. Ez az elmélet tobbek kozott a szamitdgépek kdzponti vezérldegységének
tervezéshez adott univerzalis megoldast. Els¢ alkalmazésai kozott az igen népszerti IBM

360 -as szamitogép is szerepelt.

1964-65 években Mealey és Moore mérnokok a logikai rendszerek tervezésének egy
olyan zart jol alkalmazhato elméletét adtdk meg, mely a kor eszkozbazisanak megfeleld

alkalmazasat tette lehetové.

Az 1971-es évre teheté az integralt 4ramkori gyartastechnologia olyan mértékil
fejlodése, hogy lehetdséggé valt a szamitogépek kozponti egységének megvaldsitasa
egy vagy tobb tokban, vagyis megjelent a mikroprocesszor. Azota a fejlodés még
inkabb felgyorsult és szinte nincs az iparnak, a szérakoztatd-iparnak, a kereskede-
lemnek, a mezégazdasagnak, a szolgaltatdsoknak olyan teriilete, ahol a nagy integ-
raltsagh és olcso digitalis rendszerek ne terjedtek volna el. Kis tulzassal azt
mondhatnank, hogy az utols6 egy két évtized a digitalis technika korszaka volt és talan
mutatja az , hogy az 1972-es évek kozkedvelt 18080 tipusti mikroprocesszora még csak
megkozelitden 4700 tranzisztort tartalmazott, mig ma a kereskedelemben lehet kapni
olyan Pentium alapti mikroprocesszort és egyéb rendszertechnikai elemeket tartalmazo

chipet mely 150 milli6 tranzisztorbol épiil fel

Természetesen nem csak mikroprocesszorokat fejlesztettek ki, de mas univerzalisan,

vagy nagy sorozatban hasznalhat6 aramkori készletek is kialakultak:
"  memdriak
= programozhat logikai elemek: FPGA, stb.
» berendezés orientdlt integralt aramkorok
= célaramkorok, pl. Quarz orak

Az integraltsag mértékének novekedésével egyre tobb funkcio keriilt egy tokba ( chip-

be ), amely jelentdsen megnovelte a kivezetések szdmat is. Ezeknek a nyomtatott
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aramkori lemezre vald beiiltetésére a hagyomanyos technoldgia nem volt alkalmas,
ezért kifejlesztették a feliiletszerelési technoldgidkat ( angolul Surface Mount

Technology = SMT) és alkatrészeket ( angolul Surface Mountage Devices ) SMD.

Az egy chipben leintegralt logikai funkciok olyan bonyolultakka valtak, hogy tesz-
telésiikre mar a hagyomanyos modon nem volt lehetdség, ezért ki kellett fejleszteni uj
megoldasokat erre a feladatra, és ezek a ma oly kozkedvelt szimuldciés programok

illetve hardware leiré nyelvek ( VHDL).

Nagyon kevés miiszaki szakteriiletet lehet taldlni, amelynek csak megkdzelitden is
akkora irodalma volna mint a digitalis technikanak illetve rendszereknek. Ugyanakkor
¢s ez talan ellentmondasnak tlinik, hogy ritka az olyan szakteriilet is amelyben olyan
rovid id6 alatt lehet olyan tudéasra szert tenni , mellyel mar egész komoly logikai
rendszerek épithetdk fel. Az ellentmondast az oldja fel, hogy ma mér nem elegendd ha
egy rendszer miikodik, ez csak egy alapkdvetelmény, de annak szdmos esetben igen
nagy megbizhatosaggal, konnyl szervizelhetdséggel, versenyképes aron kell megva-
l6sulnia. Es az ilyen "hiba tiré" rendszerek tervezése és szervizelése nagy tudast

igényel.
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A DIGITALIS TECHNIKA ELMELETI ALAPJAI

1.1. Logikai alapismeretek

Mint ahogyan azt a bevezetdben is emlitettiik, a digitalis technika a miiszaki, technikai
folyamatok megvalositasdara alkalmas berendezések, automatak tervezéséhez sziikséges

elmélettel, modszerekkel, és aramkorokkel foglalkozik.

A tervezendd késziilékek, berendezések be-, és kimeneteinek jelei (logikai valtozoi)
csak két értéket vehetnek fel, és a dontések a formalis logikaban hasznalt miiveleteken

alapulnak. A valtozok teljes halmazt alkotnak, amelyet eseménytérnek is nevezhetiink.

A kovetkezOkben eldszor Osszefoglaljuk roviden a hasznalt halmazelméleti alap-
fogalmakat. Majd targyaljuk a logikai algebra rendszerét, valamint alkalmazasi

lehetdségeit, modszereit.

1.2. Halmazelméleti alapfogalmak

Halmazon valamilyen kézos tulajdonsaggal rendelkezd dolgok dsszességér értjiik. A
halmazhoz tartozo "dolgok Osszességét" a halmaz elemeinek nevezik. Az adott tulaj-
donsagokkal nem rendelkezdé dolgok Osszessége alkotja a komplemens vagy kiegészito

halmazt.

A halmazok lehetnek végesek vagy végtelenek a halmazt alkoté elemek szamatol
figgden. Két specidlis halmazt is definidlnak: iires halmaz melynek egyetlen eleme
sincs, €s a teljes vagy umiverzdlis halmazt, amelyet valamely halmaz és ennek

komplemens - e alkot.

Egy halmaz altaldban tovabbi részekre ugy nevezett részhalmazokra is oszthatunk,
mely gy jon létre, hogy az adott halmazhoz még tovabbi sziikitd feltételt is rendeliink.
Példaul vegyiik egyszeriiség kedvéért a természetes szamok halmazat. A természetes
szamok részhalmazai lehetnek pl. a primszamok, a 2-vel vagy a 3-al oszthatd szamok
stb.
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Azon részhalmazt mely minden eleme része két vagy tobb halmaznak, azt a két halmaz
kozos részének (metszer) vagy latin kifejezéssel élve a két halmaz konjunkcio - janak

mondjuk.

A természetes szamok koziil tartalmazza az A halmaz a 2-vel, a B halmazt pedig a 3-
mal oszthat6é szamokat. Azok a természetes szamok melyek 2-vel és 3-mal is oszthatok
a két halmaz kozds részét mas szoval metszetét képezik. Altalanosan tehat az A halmaz
elemei 21 ahol 1 < [1, o], a B halmazé 3j ahol j c [1, =], és igy a k6z0s rész halmazat a
6k ahol k c— [1, o] szdmok képezik. A kozds rész jelolésére a halmazelméletben a A,

vagy M jelet haszndljak.(A A B, vagy A N B)

Azon elemekbdl felépiil6 halmazt mely tartalmazza mind az A mind pedig a B ( vagy
esetleg tobb halmaz ) elemeit a két halmaz egyesitett halmazanak vagy umnidjanak
nevezziik. Latin szdval ez a miiveletet a diszjunkci6o. ElObbi példanknal maradva az
egyesitett halmaz elmei 61, 6i-2, 61-3, 61-4 (i=1,2,3...). Az unid jeldlésére az U, vagy a
V jeloléseket hasznaljak. (A U B vagy A V B)

A halmazok és a rajtuk értelmezett miiveletek jol szemléltethetdk ( a J.Venn és Veitch
matematikusrdl elnevezett ) diagramokkal is. A teljes halmazt egy négyszoggel, mig a
részhalmazokat egy zdrt alakzattal célszerlien egy korrel — a Venn diagramban 1.4bra -

vagy ugyancsak négyszoggel jelolik a 2.abra szerinti Veitch diagramban.

Lo

Venn részhalmazok részhalmazok
diagram metszete egyesitése
1. dbra
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A A A
C C C
D D D ?
B B / B
Veitch Metszet Egyesités
diagram _ _ _
A~nB~CAhD AuBuCuD
a b. c
2. 4bra

A Veitch diagramban minden valtozdé IGAZ értékéhez a teljes halmaz (esemény-tér)
fele, mig a madsik térfél ugyanezen valtoz6 tagadott értékéhez tartozik. (Az algebrai
leirasnal a valtozo folé-huzéasaval jeloljiik a tagadast). Az abra négyvaltozds halmazt
abrazol. A peremezésnél vonalak jelzik, hogy az egyes valtozok melyik térfélen IGAZ
értékiick. A 2.b. abran a metszésnek (ES miivelet) azt a valtozatat szemlélteti, amelyik
mindegyik valtozo valamelyik értékének kozos teriilete. Ez metszi ki a legkisebb elemi
teriiletet, ezért nevezik ezt minterm - nek. A 2.c dbran az Osszes valtozd valamely
értékeihez tartozd egyiittes teriilet. Az egyesitett teriilet a legnagyobb részteriilet,
amelyet maxterm -nek neveznek. Mind a két kitiintetett teriiletb6l 2" —en darab van,

ahol n a valtozok szama.

1.3. A logikai algebra

A logikai algebra a Boole algebra alapjaira épiil. Kiegészitésekkel a digitalis rendszerek

tervezésére, elemzésére alkalmas algebrava fejlodott.

A tovéabbiakban 6sszefoglaljuk a logikai algebra alapjait. A logikai aramkorok késdbb
sorra keriild ismertetésénél, valamint azok miikddésének megértéséhez az algebrai

alapok biztos ismerete elengedhetetlen.
= Logikai valtozok, és értékiik

A logikai algebra csak kétértékii logikai valtozok halmazara értelmezett.
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A logikai valtozok két csoportba oszthatok, tigymint
fiiggetlen-, ¢s
fiiggd valtozokra.

Mindkét csoport tagjait a latin ABC nagy betliivel (A, B, C . . . X, Y, Z) jeloljiik.
Altalaban az ABC els6 felébe esé betiikkel a fiiggetlen, az utolso betiik valamelyikével,

pedig a fiiggd valtozokat jeldljiik.
A valtozok két logikai értéke az IGAZ, ill. a HAMIS érték. Ezeket 1-el, ill. 0-val is
jelolhetjiik (IGAZ: 1; HAMIS: 0).

1.4. A logikai algebra axiomai

Az axiomdk olyan elére rogzitett kikotések, alapadllitisok, amelyek az algebrai
rendszerben mindig érvényesek, viszont nem igazolhatok. Ezen allitdsok meghatarozzak
a halmaz elemeit, a miiveleteket, azok tulajdonsdgait. A tételek, viszont az axiomak

segitségével bizonyithatok.
1. Az algebra kétértékii elemek halmazara értelmezett.

2. A halmaz minden elemének létezik a komplemens -e is, amely ugyancsak

eleme a halmaznak, tehat teljes halmazt alkotnak.
3. Az elemek kozott végezhetd miiveletek
= akonjunkcié (logikai ES), illetve
. a diszjunkcio ( logikai VAGY).
4. A logikai miiveletek tulajdonsdgai:
. kommutativ —ak ( a tényezok felcserélhetok ),
. asszociativ — ak (a tényezok csoportosithatok),

. disztributiv — ak (a két miivelet elvégzésének sorrendje felcse-

rélheto).
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5. A halmaz kitiintetett elemei az
. egység elem ( értéke a halmazon beliil mindig IGAZ ), és a

. null elem ( értéke a halmazon beliil mindig HAMIS ).

A logikai algebra a felsorolt axiomdkra ¢épiil. A logikai feladatok technikai
megvalositdsdhoz a halmaz egy elemének komplemenést képezd miivelet is sziikséges.
Ezért a miiveletek kozott a logikai TAGADAS (mas szohasznalattal nem, negdcid,

invertdlas) is szerepel.

1.5. Logikai miiveletek

A logikai algebra a kovetkezd logikai miiveleteket alkalmazza. A valtozok logikai

miiveletekkel 6sszekapcsolva alkotnak egy logikai kifejezést.
= ES (konjunkcio, AND) - logikai szorzas;
= VAGY  (diszjunkcid, OR) - logikai 0sszeadas;
= NEM (negacid, invertalas, NOT) - logikai tagadas.

A felsorolt miiveletek koziil az ES, ill. a VAGY miivelet két-, vagy tobbviltozés. Ez azt
jelenti, hogy a valtozok legaldbb két eleme, vagy csoportja kozott értelmezett logikai
kapcsolatot hatdroz meg. A tagadds egy viltozos miuvelet, amely a vdltozok, vagy

valtozocsoportok barmelyikére vonatkozhat.

tulajdonsagaval.
= Az ES (AND ) miivelet

A logikai valtozokkal végzett ES miivelet eredménye akkor és csak akkor IGAZ, ha
mindegyik valtozo értéke egyidejilleg IGAZ. A logikai algebraban az ES kapcsolatot

szorzéssal jeloljiik (logikai szorzas).

(Megjegyzés: a logikai szorzas jelet - akar csak az Euklideszi algebraban - nem szokas

kitenni, igy a tovabbiakban mi is eltekintiink ettdl).
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Az
AB =K

logikai fiiggvényben az A és a B a fiiggetlen valtozok, a K pedig a fiiggo viltozo, vagy
eredmény. Jelentése pedig az, hogy a K akkor IGAZ, ha egyidejiileg az A és a B is
IGAZ.

Fontos: a példaban szereplo fiiggetlen viltozok egyedi valtozok, vagy egy-egy mdsik

logikai fiiggvény megoldasanak eredményei is lehetnek
1.Példa:

Ahhoz, hogy egy szobdban a ldmpa vilagitson, alapvetden két feltételnek kell

teljesiilni:
- legyen halozati fesziiltség;
- a kapcsolo bekapcsolt allapotban legyen.

Széban megfogalmazva: ha van halézati fesziiltség és a kapcsold bekapcsolt, akkor a
lampa vilagit. (Az egyéb kovetelmények teljesiilését, hogy az aramkor elemei jok
feltételezziik.) Ebben az egyszerii technikai példaban a hdlozati fesziiltség és a kapcsolo
dllapota a fiiggetlen-, a 1ampa miikddése, pedig a fiiggd valtozo. Mindharom tényezd
kétértéki.

= A VAGY ( OR ) miivelet

A logikai vdltozokkal végzett VAGY miivelet eredménye akkor IGAZ, ha a fliggetlen
valtozok koziil legalabb az egyik IGAZ.

Algebrai formaban ezt a fiiggetlen valtozok osszegeként irjuk le (logikai 0sszeadas). Az
A+B=K

alaku algebrai egyenldségben a K eredmény akkor IGAZ, ha vagy az A, vagy a B, vagy
mindketté IGAZ.

12.0ldal



Zalotay Péter: DIGITALIS TECHNIKA

Elméleti alapismeretek 1.fejezet

2.Példa:

Erre a logikai kapcsolatra ismert technikai példa egy gépkocsi iranyjelzdjének
mikodését ellendrzo lampa. A vezetd elott a miiszerfalon levé ldmpa vildgit, ha a kiilsé
iranyjelzok koziil vagy a jobb oldali, vagy a bal oldali jelz6lampacsoport vilagit. Azt az
allitast, hogy jobb oldali jelzés van, jeldlje J és azt, hogy bal oldali a jelzés, pedig B. Az
eredményt, hogy a belsé ellen6rzé lampa vilagit, jeloljiikk L-lel. A miikodést leird

logikai egyenlOség:
B+J=L
alaku lesz.
= A TAGADAS ( INVERS ) miivelete

A logikai tagadést egyetlen valtozon, vagy csoporton végrehajtott miiveletként értel-
mezziik. Jelentése, pedig az, hogy ha a vdltozo 1IGAZ, akkor a tagadottja HAMIS és
forditva. Algebrai leirasban a tagadast a valtozo6 jele f61¢ huzott vonallal jeloljik. Ezek

szerint a
K=A

egyenldség azt jelenti, hogy a K akkor IGAZ, ha az A HAMIS. ( Széban A nem - nek,
A feliilvonasnak vagy A tagadottnak mondjuk.)

Az
A*B=K

Osszefliggés azt irja le, hogy az eredmény (K) csak akkor igaz, ha az A*B logikai ES
miivelet eredménye HAMIS értéket ad.
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3.Példa:

A tagadas miiveletének elézoek szerinti értelmezése alapjan abban a példaban, amelyet
az ES miivelet magyarazatara hoztunk azA (A nem) azt jelenti, hogy nincs hdlézati
fesziiltség, ill. a B (B nem) jelenti azt, hogy a kapcsolé nincs bekapcsolva. Az ered-
mény tagadasa (K) azt fejezi ki, hogy a lampa nem vildgit. Az el6z6ek alapjan a
gépkocsi iranyjelzését ellendrzé lampa miikodését leird Osszefiiggésben is értelme-
zhetjilk a J-t (jobb oldali jelzés nincs), a B -t (bal oldali jelzés nincs) és az L - t

(ellendrzé lampa nem vilagit) jeldlések technikai tartalmat.

1.6. A logikai miiveletek tulajdonsagai

A kovetkezOkben a logikai ES, valamint logikai VAGY miiveletek tulajdonsagait

elemezziik.
= Kommutativitas (tényezok felcserélhetisége )

A leirt szemléltetd példakat vegyiik ismét eld. Azt allitottuk, hogy ha van haldzati
fesziiltség, és a kapcsold bekapcesolt, akkor a lampa vilagit. Az eredmény valtozatlan, ha
az allitasok sorrendjét felcseréljiik, vagyis ha a kapcsoldo be van kapcsolva €s van
halézati fesziiltség, akkor vilagit a lampa. Ez a latszolagos szdjaték arra utal, - ami
altalanosan igaz - hogy az ES miiveletekben a vdltozék sorrendje felcserélhetd, amely

algebrai formaban az
AB =BA
azonossaggal irhato le.

Az el6zéekhez hasonloan meggydzddhetiink arrol is, hogy a VAGY miiveletekben is

felcserélhetd -ek az egyes allitasok. Ervényes a
J+B=B+J
azonossag.

Tehat mindkét tobbvaltozos logikai miivelet kommutativ.

14.0ldal



Zalotay Péter: DIGITALIS TECHNIKA
Elméleti alapismeretek 1.fejezet
= Asszociativitds (atényezok csoportosithatosaga)

A két logikai miivelet tovabbi tulajdonsaga a miiveleti tényezOk csoportosithatosdga is,

vagyis az asszociativitas. Algebrai alakban az
ABC=A(BC)=(AB)C=B(AC)
ill. az
A+B+C=A+B+C)=(A+B)+C=B+(A+C)

azonossagok irjak le az asszociativ tulajdonsagot. A zardjel - a matematikai algebrahoz
hasonléan - a miiveletvégzés sorrendjét irja eld. Eszerint a haromvaltozos ES, ill.
VAGY miiveletet Gigy is elvégezhetjiik, hogy elébb csak két véltozoval képezziik az ES,
ill. a VAGY kapcsolatot, majd annak eredménye és a harmadik valtozo kozott hajtjuk

végre az eldirt miiveletet.
= Disztributivitdas (a miiveletek azonos értékiiek )

A harmadik jelentés tulajdonsag, hogy a logikai ES, valamint a logikai VAGY azonos
értékii mivelet. Mindkettd disztributiv a masikra nézve. Algebrai forméban ez a

kovetkezOképpen irhato le:
AB+C)=AB+AC
A+BC=(A+B)(A+C)

Az elsd azonossag alakilag megegyezik a matematikai algebra miiveletvégzés
szabalyaval. A masodik azonossag csak a logikai algebraban érvényes. Kifejezi azt,
hogy egy logikai szorzat (ES kapcsolat) és egy allitass VAGY kapcsolata ugy is
képezhetd, hogy eldszor képezzikk a VAGY miiveletet a szorzat tényezdivel és az igy

kapott eredményekkel hajtjuk végre az ES miiveletet.

A logikai miiveletek megismert tulajdonsagai segitségével a logikai kifejezések algebrai
atalakitasa hajthatdo végre, és igy lehetéség van a legegyszeriibb alaku kifejezés

megkeresésére. Ezt a késdbbiekben még részletesebben fogjuk targyalni.
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1.7. A logikai algebra tételei

A tovabbiakban felsoroljuk a fontosabb tételeket, azok részletes bizonyitasa nélkiil.

= Akitiintetett elemekkel végzett miiveletek:

I1*1=1 0%0=0
1*4=A 0*A =10
1+1=1 0+0=0
1+t4=1 0+A =A

= Az azonos valtozokkal végzett miiveletek:

A*A=A A*A =9

A+A = A A+A=7

Fontos: hogy az A-val jelzett logikai valtozo nem csak egy valtozo, hanem egy logikai

miiveletcsoport eredményét is jelentheti.

= A logikaitagadadsra vonatkozo tételek:

=A

> |l
> I

=A

Altaldnosan: a pdros szamu tagadas mem valtoztatja meg az értéket, mig a pdratlan

szamu tagadas azt az ellenkezdjére valtoztatja.

= Logikai kifejezés tagadasa:

(A+B)=A*B A*B=A+B

Az el6z0 két tétel az un. De Morgan - tételek, amelyek éltalanosan azt fogalmazzak

meg, hogy egy logikai kifejezés tagadasa ugy is elvégezhet, hogy az egyes valtozokat
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tagadjuk, és a logikai miiveleteket felcseréljik (VAGY helyett ES, ill. ES helyett
VAGY miiveletet végziink).

= Altaldnos tételek:
A(A+B)=A A+AB=A

E két tétel a miiveletek disztributiv tulajdonsaga és a mar felsorolt tételek segitségével a

kovetkezoképpen bizonyithato:
AA+B)=AA+AB=A(1+B)=A
A+AB=(A+A)A+B)=A(A+B)=A
=> Tovabbi dltalanos tételek
A(A+B)=AB
A+AB=A+B
AB+AB=B
(A+B)A+B)=B
AB+BC+AC = AB + AC
(A+B)(A+C)=AC + AB

A legutobb felsorolt tételek is bizonyithatok az alaptulajdonsagok segitségével.

1.8. Algebrai kifejezések

A tovabbiakban ismertetiink néhany mddszert, amelyeket az algebrai kifejezések atala-

kitasanal gyakran hasznalunk.
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= Az algebrai kifejezés bovitése.

Egy logikai szorzat értéke nem valtozik, ha a kifejezés és az 1-el logikai szorzatat

képezziik (ES).
AB=AB*1
Az 1-et, pedig felirhatjuk, pl. (C + E) alakban. Tehat:
AB = AB(C+C) = ABC + ABC

Egy logikai 0sszeadas nem fog megvaltozni, ha a kifejezés és a 0 logikai Osszegét

képezziik (VAGY):
D+E=D+E+0

A 0-t kifejezhetjik F* F alakban. A bdvitést végrehajtva az
D+E=(D+E)+F*F=(D+E+F)D+E+F)

azonossagot kapjuk.

Ennél a bovitésnél felhaszndltuk a disztributivitast leiré egyik algebrai Osszefiiggést,

mely szerint

A+BC=(A+B)(A+C)

Az el6zoben ismertetett bovitési szabaly megforditva egyszerisitésre is felhasznalhato.
4.Példa:

Igazoljuk a tételek kozott felsorolt

AB+BC + AC = AB + AC

azonossagot!

Els6 lépésként a baloldal mindhdrom tagjat kibdvitjiik Gigy, hogy szerepeljen benniik
mindegyik fiiggetlen valtozo (A,B,C).

AB(C +C)+BC(A + A)+ AC(B + B) =
= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC
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Az igy kapott hat szorzatot tartalmaz6 kifejezésben kettd - kettd azonos. Ezek koziil egy
- egy elhagyhat6 az A + A = A tétel analogigjara (pl. ABC +.... + ABC = ABC). Ezeket

jeloltiik egyszeres, illetve kettds aladhtizéssal.

Masodik [épésként a bdvités forditottjat végezziik, vagyis ahol lehet az azonos

tényezoket, kiemeljiik.
ABC + ABC + ABC + ABC = AB(C + C) + AC(B + B) = AB + AC
A zarojelekben levo kifejezések 1 értékiiek.

Ezzel igazoltuk az eredeti azonossagot.

Algebrai kifejezés tagadéasa (a De Morgan - tételek alkalmazasa).

ABC + ABC + ABC = (ABC) (ABC) (ABC) =
=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C) =
(AA+AB+AC+AB+BB+BC+AC+BC+CC)(A+B+C)=

Az atalakitasnal el6szor a De Morgan - tételt hasznaltuk (elsé és masodik sor). A
kovetkezd lépésként az elsé két zardjeles kifejezés logikai szorzatat (ES miivelet)

képeztiik (az eredmény alahuzva).

Az aldhuzott részt célszerli tovabb egyszerlsiteni az AA = 0,¢sa BB =0 tényezok
elhagyasaval, illetve a cCc=C helyettesitéssel. Majd tovabb is egyszeriisithetd a
C kiemelésével.
(AB+AE+K§+EE+XE+BE+E): AB+X§+E(A+§+K+B+1) =
=AB+AB+C

A zérojelben levd kifejezés azonosan 1, mert a logikai dsszeadés egyik tagja 1. Térjiink
vissza az eredeti kifejezéshez, amelynél a zarojelbe tett kifejezések “Osszeszorzasa”,
majd a lehetséges tovabbi atalakitds utan ( pl. az aldhtzott kifejezések értéke 0 stb.)

kapjuk meg a végeredményt.
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=(AB+AB+C)(A+B+C)=ABA + ABA + AC + ABB + ABB + CB +

+ABE+ABC+E:AB+0+AE+AB+0+EB+ABE+X§E+0:
= AB(1+1+C)+C(A+B+AB)=AB+C

5.Példa:
Igazoljuk a

DF + EF = F+ DE

azonossagot!

Elsé megoldas:

DF+EF=(D+E)F =(D+E)+F=DE+F
Masodik megoldas:

DF + EF = (DF)(EF) = (D + F)(E + F) = DF + FF + DE + EF =
DF+F+DE+EF =F(D+1+E)+DE =F +DE

1.9. Logikai fiiggvények

A miiszaki, technikai feladatok dontd hanyada logikai dontések sorozatira épiil. A
logikai dontések elemei az allitasok, amelyek értékei, és logikai kapcsolatuk hatdrozza
meg a dontések eredményét. A feladatokat megval6sité aramkorok, logikai haldézatok
bemeneteire kapcsolt — az allitasoknak megfelel6 - kétértéki jelek a fiiggetlen logikai
valtozok, mig a kimeneteken megjelend — ugyancsak kétértékii — jelek a kdvetkeztetések
logikai értéke, és ezek a fiiggd logikai valtozok. A fiiggd-, és a fiiggetlen valtozok
kozotti logikai kapcsolatot irjak le a logikai fiiggvények. Minden fiiggd valtozéra —
kimeneti értékre — felirhato egy-egy fiiggvény.

A logikai fiiggvény olyan egyenldség, amely vdltozoi kétértékiiek, és ezek kozott csak

logikai miiveleteket — ES, VAGY, TAGADAS — végziink-
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A fliggvények megadasa — leirdsa — torténhet

algebrai alakban,
» tablazat segitségével,
*  matematikai jelolésekkel,
» grafikus modon,
* idifiiggvény formdjaban.
A felsorolt leirasi modok teljesen egyenértékiiek, és egymasba atirhatok!

A logikai kifejezések, fiiggvények algebrai leirdsdnak szabalyait az 1.3. alfejezetben
ismertettiik. Az aldbbiakban a tovabbi megadéasi formékat, és ezek kapcsolatat

targyaljuk.
= Logikai feladatok leirasa tablazattal

A logikai formaban megfogalmazhato, miiszaki, szamitasi és iranyitasi feladatokban
mindig véges szamu elemi allitas szerepel. Ezek mindig csak két értéket vehetnek fel,
vagy IGAZ - ak, vagy HAMIS - ak. Ebbdl kovetkezik, hogy a fliggetlen valtozok
lehetséges érték-varidcidinak a szdma is véges. Minden egyes variacidhoz a fliggd

valtozd meghatarozott értéke tartozik.

A logikai kapcsolat leirdsanak tablazatos formdja az igazsdagtabldazat. A tablazat
rendelt fliggdvaltozo(k) értekét, amit fiiggvényértéknek is nevezhetiink. Az igazsag-
tablazatban minden logikai valtozo IGAZ értékét 1-el, mig a HAMIS értéket 0-val
jeloljiik.

Osszefoglalva: az igazsdgtiblizat oszlopainak szima az osszes logikai vdltozo
szamaval (fiiggo valtozok szama + fiiggetlen valtozok szama), sorainak szama pedig a

fiiggetlen valtozok lehetséges kombindcidinak szamaval egyezik meg.

A lehetséges értékvariaciok szamat (V-t) altalanosan a V=2" 6sszefliggéssel hataroz-

hatjuk meg, ahol n az 6sszes fiiggetlen logikai valtozo szdma.
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Megjegyezziik, hogy 4&ltalaban csak egy fiiggd valtozot tartalmazo igazsagtablazatot
irunk fel. Azokban az esetekben, ha egy logikai kapcsolat-rendszerben tobb fliggd
valtoz6 van, célszerlibb mindegyikre kiilon-kiilon felirni az igazsagtablazatot. Ezzel

attekinthetobb képet kapunk.

A logikai alapmiiveletek igazsagtablazatait mutatja a 3. dbra.

K=AB K=A+B

K=A
B|A|K B|A | K A | K
0/01]0 0/01|0 011
0110 0111 110
1101]0 1101
11111 1111
3. abra
6.Példa:
frjuk fel a
Z=AB+AB

logikai fiiggvény igazsagtablazatat! A 3.abran kovethetd a leirt miiveletsor.

Elsd lépéskeént az igazsagtablazat oszlopainak és sorainak a szdmat hatdrozzuk meg.
Mivel két fiiggetlen-, (A,B) és egy fiiggd valtozd (Z) van, az oszlopok szadma 3.
(4.a.abra). A sorok szama a fliggetlen valtozok szamabol (n=2) a V = 2n = 22 = 4 Gssze-

fliggésbol szamolhato.

Masodik lépésként az értékvariaciokat irjuk be. (4.b.abra).Célszeri ezt gy
végrehajtani, hogy az egyik oszlopban (pl. az A) soronként valtjuk a 0, és az 1 beirasat.
A kovetkezd oszlopban (B) pérosaval valtogatjuk az értékeket. (Nagyobb sorszamnal a
kovetkezo oszlopokndl négyesével, majd nyolcasaval varidlunk s.i.t.) A beirasnak ez a

rendszeressége biztositja, hogy egyetlen variacié sem marad ki.

22.0ldal



Zalotay Péter: DIGITALIS TECHNIKA

Elméleti alapismeretek 1.fejezet
B|A|Z B|A|Z B|A|Z
00 0[0]O0
0|1 0|1/[1
110 1101
1|1 1{1]0
a. b. C.

4. abra

Harmadik lépés az egyes sorokba irandd Z érték meghatarozasa. Ezt Gigy végezhetjiik

el, hogy a fliggetlen valtozoknak értékeket adunk, s az adott fliggvényt kiszamitjuk.
1. sorban: A=0,B=0
Z=0*1+1%0=0
2. sorban: A=1,B=0
Z=1*1+0%0=1
3. sorban: A=0,B=1
Z=0%0+1%1=1
4.sorban: A=1,B=1
Z=1*0+0*1=0
A példa szerinti logikai fliggvény igazsagtablazata a 4.c.dbran lathato.

Az ¢l8z8 példa egy sokszor hasznélt fiiggvény-kapcsolat, az un. KIZARO-VAGY
( XOR) mtvelet. (Nevezik moduld dsszegnek is.) A miivelet eredménye akkor 1, ha a
két valtozd kozil az egyik 1. Tobb valtozoval is végezhetd modulo - dsszegzés, €s

eredménye akkor 1, ha pdaratlan szamu fiiggetlen valtozo értéke 1.
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= Logikai fiiggveény felirdsa az igazsagtablazatbol

Az el6z0 pontban megismerkedtink az igazsadg-tablazattal, amely a logikai
kapcsolatrendszer leirasanak egyik formaja. Példa segitségével mutattuk be, hogy ismert

logikai fiiggvénybdl hogyan irhato fel a tablazatos alak.

Ebben a részben azt targyaljuk, hogy ha ismert az igazsagtablazat, hogyan lehet abbol
felirni a logikai fliggvényt.

Az igazsagtablazat egy sora a fiiggetlen valtozok adott kombinacidjat, és az ehhez

tartozo fliggvény értékét adja.

Az egy sorban levé értékeket az ES miivelettel lehet dsszekapesolni. A kiilonbdzé sorok
pedig kiilonb6zo esetnek megfeleld variaciokat irnak le. Tehat egy adott idopillanatban
vagy az egyik sor vagy egy masik sor variacidja érvényes. A sorok logikai kapcsolata

VAGY mivelettel irhato le. Vegylik példaként az 5.4bran lathato igazsagtablazatot.

C|B|A|K
0]0|0]O0
00171
O] 11071
O] 1171
110[0]O0
10| 1]0
1 |1]0]1
IL|{1]1]0
5. dbra

A tablazatbol kétféle alaku fiiggvény irhato fel a kovetkezo allitas alapjan:
A fiiggvényérték IGAZ
* agokban a sorokban, amelyekben a fiiggd valtozo 1, illetve

= nem azokban a sorokban ahol fiiggd valtozo 0.

24.0ldal



Zalotay Péter: DIGITALIS TECHNIKA

Elméleti alapismeretek 1.fejezet

Az allitas elsO fele szerint fel kell irni az 1 értékhez tartozd sorok valtozokombinaci-

oinak VAGY kapcsolatat.

A masodik rész szerint a 0 értékhez tartozd sorokhoz tartozd valtozOkombinacidinak

VAGY kapcsolatat, majd az egyenldség mindkét oldalat tagadni kell.

A példa szerinti igazsagtablazatbol irjuk fel eldszor a fiiggetlen valtozok 1 értékeihez

tartozo fliggvény algebrai alakjat.

Az igazsagtablazat tartalmat a kovetkezOképpen olvassuk ki. A K jelt fiiggd valtozo

érteke 1 (IGAZ),
haC=0¢ésB=0¢és A=1 (2sor),vagy
haC=0¢ésB=1 és A=0 (3.sor),vagy
haC=0ésB=1¢ésA=1 (4.s0or), vagy
haC=1ésB=1 ésA=0(7.sor).
Az AB,C és K valtozok kozotti logikai kapesolat az elobbiek szerint
K = ABC+ ABC + ABC + ABC
alakban irhat¢6 fel.

A fiiggvény rendezett ES-VAGY alaka. Az ES miivelettel 6sszekapcsolt részekben
mindegyik valtozo szerepel egyenes (ponalt) vagy tagadott (negalt) alakban, vagyis a

Veitch diagramnal definialt minterm.

Az egyes minterm -ek kozott pedig VAGY miveleteket kell végezni. Az ilyen
fliggvényalakot idegen szoval diszjunktiv kanonikus alaknak (teljes diszjunktiv normal

formanak) nevezziik.
A feliras szabalya a kovetkezo:

1. azokat a sorokat kell figyelembe venni, amelyeknél a fiiggd valtozo értéke 1;
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2. az egy sorban levé fiiggetlen viltozok kizott ES miiveletet kell végezni, ahol a
fiiggetlen valtozo igaz (egyenes, mas kifejezéssel pondlt) alakban irando, ha értéke 1

és tagadott (negalt) alakban, ha értéke 0;

3. az egyes sorokat leiré ES miiveletii rész-fiiggvények VAGY miivelettel kap-

csolodnak egymashoz.
A kiindul¢ allitds masodik része szerint:

Azt nézziik meg, hogy mikor nem IGAZ (HAMIS) a kovetkeztetés.

A K akdvetkez6 kombinacioknal (sorokban) 0, (vagyis E)
ha C=0és B=0és A=0 (l.sor) vagy
ha C=I és B=0 és A=0 (5.sor) vagy
ha C=I és B=0 és A=1 (6.sor) vagy
ha C=1 és B=1 és A=1 (8.sor).

A leirt logikai kapcsolatot a

K = ABC+ ABC+ ABC+ ABC
figgvénnyel irhatjuk le. Ebbdl a K értékét mindkét oldal tagadasaval nyerhetjiik.

K = ABC + ABC+ ABC + ABC
A baloldalon K-t kapunk. A jobb oldal atalakitasat a de Morgan - tételek alkalmazasaval

végezhetjiik el.

K = (ABC) (ABC) (ABC) (ABC) =
=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)
A kapott fiiggvényt elemezve, megallapithatjuk, hogy a fiiggvény VAGY-ES alaka. A
zarojeles VAGY miiveletek mindharom fliggetlen valtozot (A,B,C) tartalmazzak
egyenes vagy tagadott alakban. Ezek maxterm -ek, melyeket a Veitch diagramnal

definidltunk. Az els6é maxterm az igazsagtablazat elsé sora szerinti allitas - vagyis, hogy
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az A=0 és B=0 és C=0 - tagadasa. A tovabbi tagokat vizsgalva latjuk, hogy ezek is egy-

egy olyan sornak a tagadasai, melyben K=0.

Az elézdek alapjan most mar megfogalmazhatjuk, hogy az igazsagtablazatbol ugy is

felirhatjuk a feladatot leird logikai fiiggvényt, hogy
1. azokat a sorokat vessziik figyelembe, melyekben a fiiggo valtozo értéke 0;
2. az egy sorban levd fiiggetlen valtozok kozott VAGY kapcsolatot irunk eld;

3. a fiiggetlen valtozot egyenes alakban irjuk, ha értéke 0 és tagadott alakban, ha

ertéke 1;
4. az egyes sorokat leiré VAGY fiiggvényeket ES miivelettel kell isszekapcsolni.

Azt a logikai fiiggvényt, amely maxtermek logikai szorzata idegen szdval konjunktiv
kanonikus alak(nak, rendezett VAGY-ES filiggvénynek (teljes konjunktiv normaél

alaktinak) nevezziik.
= Logikai fiiggvények matematikai, egyszeriisitett felirasi alakjai

Mivel a logikai valtozonak két értéke — 0, illetve 1 — lehet, ezért ezt tekinthetjiik egy

binaris szamjegy -nek is.

A fliggvény egy - egy maxterm — jét, vagy minterm - jét, oly modon is leirhatjuk, hogy

az hanyadik eleme a mintermek, illetve maxtermek rendezett soranak.

A sorszam kiszamolasahoz els6 1épésként a valtozokhoz a binéris szdmrendszer egy-
egy helyértékét kell hozzarendelniink, vagyis sulyozunk. Azért tehetjiik ezt, mert a
logikai valtozok értéke 0, vagy 1 lehet, €s a valtozok kombinacidinak értéke formailag

egy binaris szdmot alkotnak.

A sulyozas kivélasztasa utan az egyes kombindciokban a ponalt valtozo helyére 1-t, mig
a negalt helyére 0-t irunk. Az igy kapott szdm lesz az adott maxterm, vagy minterm
sorszam-a ( sulya). A szdmolast bindris szamrendszerben végzziik, de az indexet

decimalisan fogjuk irni, mivel ez kevesebb helyet igényel.
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7.Példa:

Legyena C+ 22 B+21,A+20 stlyozasu. Ekkor a

— . , 2 1 0_ _
CBA minterm stlya: 1*2° +0*2" +1%2" =101g =5

a C+B+A maxterm sulya: 0*22+1*21+0*20=010B=2-

A mintermeket az m; jeloléssel helyettesithetjiik, ahol az m jelzi, hogy a logikai

egység minterm, a fels index v a valtozok szamat, az als6 index i pedig a sorszamot

jelenti.

Hasonl6an a maxterm -eket is helyettesithetjiik a M) jeloléssel. Az indexek (v,i)

jelentése ugyan az, mig az M jelzi, hogy a logikai kifejezés maxterm.

A leirtakat a példaban szerepl0 kifejezésekre ( ugyanazon valtozo sulyozéasnal) a
C§A+mg

€sa
E+B+X+Mg
helyettesitéseket alkalmazhatjuk.

= Fiiggvények megaddsa matematikai alakban

Az ismertetett helyettesitésekkel a diszjunktiv, valamint konjunktiv kanonikus alaku
fliggvények is rovidebben leirhatoak. Vegylik példanak az elézéekben felirt fliggvények
alaki helyettesitését az A+2 2 ,B+2 1 ,C+2 0 Valtozo sulyozas alkalmazaséaval:
K = ABC+ ABC+ ABC+ ABC
_ .3 3 3 3
K—m4 +m5 +mg +m3
K=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)
—_m3 3 3 3
K=Mj *M6 *M2 *M0
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A fliggvények felirdsa tovabb is egyszeriisithetd oly modon, hogy
megadjuk a fiiggvény — alak -ot
a valtozok szamat, és

a fiiggvényben szerepld term —ek sorszdamait.
A diszjunktiv alakot a ,a

konjunktiv alakot a formaban irjuk.

A két minta fiiggvény egyszerlsitett felirdsa ( ugyanazon valtozo-sulyozést alkal-

mazva):
3
K =3(2,3,4,6)
3
K =]](7.6,2,0)
= Kanonikus fiiggvény-alakok kozotti atalakitas

Az elézéekben megismertiik, hogyan lehet a logikai feladat igazsagtablazatabol felirni a

logikai fiiggvény két kanonikus alakjat.

Az egyik kanonikus alaku fiiggvény egyszeriisitett (indexelt) formdja alapjan

nagyon egyszeriien felirhaté a mésik rendezett alak egyszertisitett formaja.
Az atalakitas menete a kovetkezo:

az ismert fliggvény alapjan felirjuk az inverz fliggvényt (amely az alap fiiggvény

tagadottja), ezt a hidnyzo6 indexii term — ek alkotjak,

pl. ha ismert a diszjunktiv alak:

“w

~|

3
K= 2(29394’6) = = (0’1’597)
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ismert a konjunktiv alak:
3 3
K=[]r620 = K=[]6G43D

az inverz fliggvény tagadasaval nyerjik a madsik alakil rendezett filiggvényt. A

tagadaskor a fliggvény - tipusjele az ellenkezdje lesz, és mindegyik index (i) B-1—es

kiegészitdjét (1) kell venniink a kovetkezd dsszefliggés alapjan:
i=@2 -1)-i

A tagadasok elvégzése utan

3

= 2(0,1,5,7) = K= f[(7,6,2,0)

Al

N 3
K =T[5.4,3.) =  K=)(234,6)

megkaptuk a keresett alakl fliggvényeket.
= A logikai fiiggvények grafikus megaddsa
A logikai fiiggvények gyakori abrazolasi modjai:
a logikai miiveletek szimbolumaival megrajzolt logikai vazlat,

sikban, vagy térben a Veitch diagrambol szarmaztatott minterm -, és maxterm —

diagram, illetve a Karnaugh — diagramok segitségével,

az 1d0 fiiggvényében rajzolt grafikon formajaban.
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= Logikai vazlat

A szimbolumokkal torténd &brazolds az éaramkori megvalositdst segitd megoldas,
amelyet az elmult fél évszazadban tobb valtozatban is szabvanyositottak. Az érvényes

europai, €s hazai szabvanyok k6zos jellemzoi:
* aszimbolum kerete négyszog,

* a négyszogbe irt jelolés utal a logikai funkciora,

a fiiggetlen valtozokat jelz6 bemenetek a keret bal oldaldhoz,

" mig a fiiggd valtozokat jelzo kimenetek a keret jobb oldalahoz csatlakoznak.

logika
i

bemenetek jelolé kimenetek

N

A be-, és kimenetek jeleit altalaban a csatlakoz6 vezetékre kell irni. (Ettdl eltérd

felirassal az Gsszetett szimbolumoknal talalkozunk.)

Nemzetkozileg a szabvanyositast az 1970 — es években kezdték el. Addig orszagonként,
gyartd cégenként szabvanyositott szimbdolumokat hasznaltak. A modokrol, és azok
valtozasardl a mellékletben adunk attekintést. A 6.abran csak a logikai alapmiiveleteket

szemléltet szimbolumokat mutatjuk be.
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Magyarorszagon TEXAS jelolések 1975-t61
1950-60 1967-t61 szabvanyos

ES ]
(AND) _

ES-NEM —
(NAND ) —

Y &

VAGY |
(OR) |

VAGY-NEM |
(NOR) _

NEM
( INVERS)

KIZARO-VAGY
(XOR) —

KIZARO-VAGY-
NEM

(NXOR)
maskép
EGYENLO
(EQUALENCIA)

i
AR

6. abra
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A fejezetben példaként felirt fiiggvény kétféle kanonikus alakjanak logikai vazlatat

mutatja a 7.a. és b. abrak.

Ae [&] Ae +{oT]
T Th
& | 1.1
Be Be — &
. — % 21 - |/< 1 I o |,<
lp — 1
Co = =him < i
a b.
7. dbra

1.10. Grafikus abrazolas
= Karnaugh diagram

A grafikus abrazolasainak egyik valtozata, hogy logikai sik-, vagy térbeli geometriai

alakzatot rendelink.

A fiiggvényhez rendelt geometriai alakzat peremén adjuk meg a logikai vdltozok jeleit.
Ezzel adjuk meg azt, hogy az alakzat melyik részén IGAZ értékii ez a valtozo. (Az
alakzat masik részén — értelemszerlien — a valtoz6 HAMIS értékii.). Ezt a jelolés-
rendszert peremezésnek nevezzik. A bindrisan kodolt peremezésii valtozatot nevezzik
Karnaugh tabldzatnak. Hasznaljdk még az oldal mellé huzott vonallal torténd
peremezést is. A tanulmdnyainkban a Karnaugh téblazatot fogjuk hasznélni, mivel az
igazsagtablazatbol torténd atiras egyszeriibb. A 8.abra harom valtozos (A B C) logikai

fliggvény megadasahoz hasznalhatd sikbeli elrendezés kétféle peremezését mutatja.

BA
A c\)o 01 11 10
1

0

Cl

8. abra
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Mindkét valtozat formailag a Veitch diagramb6l szarmaztatott. A kiilonbségek a
valtozok megadasanak (a peremezésnek) modjaban, valamint abban van, hogy egy

elemi négyszog mintermet, vagy maxtermet is jelképezhet. Egy n valtozés fliggvény

2" db elemi négyzetbdl allo tablazatban szemléltethetd.

Az eljaras a 8.4bra alapjan kovethetd. A halmazt egy négyszdgben abrazoljuk. Minden
valtozd IGAZ értékéhez a teljes teriilet egyik felét, mig a HAMIS értékéhez pedig a
masik felét rendeljiik. Az értékeket a négyszog szélére irt, vonallal (minterm / maxterm
tabla vagy diagram), illetve kddoldssal (Karnaugh-diagram) adjuk meg. A tovabbiakban
a Karnaugh - diagramot hasznaljuk. Tobb valtozo esetén a felezést ugy folytatjuk, hogy
a valtozokhoz rendelt teriileteket jol meg lehessen kiilonbdztetni. A valtozok kodolasat
(kijelolését) ugy kell végezni, hogy az egymads melletti oszlopok, 1ll. sorok mindig csak

egy valtozoban térjenek el egymastol. A Hamming - tdvolsag 1.

A haromvaltozés Karnaugh - tablazat oszlopaihoz a BA valtozo-par lehetséges érték-
kombindciot rendeltiik. Az oszlop-peremezést ugy kell végezni, hogy a szomszédos
oszlopok csak egyetlen valtozo-értékben kiilonbézzenek. A harmadik valtozo C értéke
szerint két sora van a tdblazatnak. Az egyikben C=0, a masikban pedig C=1. Az egyes
elemi négyszogekhez tehat a valtozok kiilonbozo értékvariacio tartoznak. A peremezés
megvaltoztathatd, de csak ugy, hogy a szomszédos sorok, oszlopok egy valtozdban

kiilonbozhetnek. (A tablazat sz€1s6 oszlopai, illetve sorai mindig szomszédosak ).

A 9.4bran a négy valtozos Karnaugh diagram lathato

BA
DC\ 00 01 11 10
00
01
11
10

9. abra

A 10.4bran az 5, a 11.4bran pedig a 6 valtozds tablazatot lathatjuk. (Az é&brazoldsi mod

legfeljebb 6 valtozoig alkalmazhatd szemléletesen.)
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Az 6t-valtozos tdblazatot célszerli két négy-valtozos tablazatbol ugy kialakitani, hogy a

két rész peremezése csak az egyik valtozoban - itt pl. a C — tér el egymastol.

CBA

ED 000 001 011 010 100 101 111 110
00
01
11
10

10. abra

A 6 valtozods tablazatnal fliggdlegesen duplazzuk meg a tdblazat elemeit.

CBA

FED 000 001 011 010 100 101 111 110
000
001
011
010

100
101
111
110

11. abra

gy négy egyforma 4 valtozos egységeket kapunk. Az egyes rész-tablazatokban négy
valtozot (ABED) azonosan varialunk. Az eltérés vizszintesen a C, mig fliggélegesen az

F valtozo.

Az eddigiekben csak az abrdzolas formai részével foglalkoztunk. Nézziik most meg a
logikai tartalmat is. A két hozzarendelés szerint beszéliink Kp ill. Ks diagramrdl. A p
index arra utal, hogy az elemi cellaban logikai szorzat (produktum), mig az s a logikai
dsszeget jelenti (summa). Tehat a Kp jelolés az ES-VAGY, mig a Ks a VAGY-ES

miveletes teljes fliggvényalakot adja meg.
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A logikai fiiggvényt diszjunkt alakjat gy kell a Kp diagramban &brazolni, hogy a

fliggvényben szerepld mintermeket reprezentalo cellakba I-et irunk.

A konjunkt alakot Ks diagramban abrazoljuk oly modon, hogy a megfeleld max-
termeket jelento cellakba irunk 7-t. ( A 0-t egyik valtozatban sem szoktak kiirni, a cella

iires).

A fejezetben mar leirt példa Karnaugh diagramjai lathatok a 12.a. és b. abrakon.

BA K, BA Ks
C\ 00 01 11 10 C 00 01 11 10
0 1|1 ]1 0] 1 1|1
1 1 1 1
a b.
12. abra

= Idofiiggvény megrajzoldsa

A fiiggvény minden valtozojanak idobeli lefolydsdat abrazoljuk fazishelyesen egy-egy
derékszogli koordindta rendszerben. A modszert elsédlegesen az egyes digitalis
aramkorok vizsgalatanal alkalmazzuk oly moédon, hogy a bemeneteket (fliggetlen
valtozokat) ismert digitdlis jelekkel gerjesztjiik. Az 4ramkér kimenetén —
oszcilloszkoppal - mért jel a fliggvény értékének valtozasat adja meg. A be-, és
kimenetek jeleibdl a vizsgalt aramkor logikai fliggvényének barmelyik alakja

meghatarozhato.

A fejezetben mar ismert logikai fliggvény be-, és kimeneteinek idofiiggvényét mutatja a

13. dbra. A bemeneteket binaris kod szerint valtozé kombinacidsorozattal gerjesztjiik

A szaggatott vonalak jelzik a gerjesztések valtozdsanak idopontjait. A matematikai
leirasnal hasznalt valtozo-sulyozassal irtuk fel az egye kombindciod bindris sorszamat.
Ebbdl kozvetlentil kiovashatd, hogy a K kimenet IGAZ értékii lesz, ha a bemeneteket a

2, 3,4, és 6 sorszamu kombinaciok valamelyike gerjeszti.
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4 000 001, 010, 011, 100, 101 110 111 000

13. 4bra

1.11. A logikai fiiggvények egyszeriisitése

Az igazsagtablazat alapjan felirt kanonikus alaku fiiggvények a legtobb esetben
redunddnsak, tehat egyszerlsithetbek. A redundancia azt jelenti, hogy a megadott

informécio tobb, mint amennyi az egyértelmii fliggvényleirdshoz sziikséges.

Az egyszeriisités soran a logikai algebra megismert tételeinek felhasznaldsaval olyan
alakot nyerhetiink, amelyben kevesebb miivelet, és vagy kevesebb vdltozo szerepel. Az
egyszerlsitésre azért van sziikség, mert ez utan a feladatot megvalodsitd logikai halozat
kevesebb aramkort, vagy programozott rendszer ( mikrogép ) programja kevesebb

utasitast tartalmaz

Az algebrai modszer mellett kidolgoztak grafikus, illetve matematikai egyszerisitési

eljarasokat is.

A felsorolt egyszeriisitési (minimalizalasi) eljarasokat a fejezetben bemutatott

igazsagtablazattal leirt logikai feladat segitségével ismertetjiik.
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A 14. abran lathat6 feladat igazsagtablazata:

C|B|A|K
0[0|0]O0
00171
O] 1071
O] 1171
110[0]O0
10| 1]0
1| 1]0]1
1|1 1]0
14. abra

= Algebrai egyszeriisités

A logikai algebra targyaldsakor mar bemutattunk néhany atalakitasi eljarast. Itt egy

ujabb példa segitségével végezziik el a feladat legegyszeriibb alakjanak megkeresését.

a. Egyszer(sités a diszjunktiv alakl fliggvénybdl
K = ABC + ABC + ABC + ABC
Eloszor keressiik meg, hogy vannak-e k6zos részeket tartalmazd mintermek. Ezekbol

“emeljik” ki a kozos részeket!

K = AB(C+C)+ AC(B +B)
A zérojelekben 1évé mennyiségek értéke 1, ezért azok a logikai szorzatbol elhagyhatok.

A keresett, legegyszeriibb fliggvényalak a kdvetkezo:

K=XB+AE

b. Egyszertsités konjunktiv alaku rendezett fliggvénybdl

K=(A+B+C)(A+B+C)A+B+C)A+B+C)
Hasonldan az el6z6 egyszeriisitéshez itt is végezhetliink — a disztributiv tulajdonsag

alapjan - “kiemeléseket” a maxterm - ekbol.

K = ((A+B)+CC)((A +C)+BB)
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A CC és BB tényezOk értéke 0 és ezért a logikai 6sszegekbél elhagyhatok. A keresett

legegyszeriibb fliggvényalak tehat:

K=(A+B)A+C)

c. Igazoljuk a két alakbol kapott fiiggvények azonossdgadt, vagyis hogy igaz az

AB+AC = (A +B)(A+C)

egyenldség.

,"

Végezziik el a jobb oldalon a "beszorzdst

(A+B)(A+C)=AA +AB+AC+BC

A kapott kifejezésben az els tényezo 0. A negyedik tényez6t ’szorozzuk™ 1-el.

0+ AB+AC+BC(A+A)=AB+AC+BCA + BCA

A koz0s részek “kiemelése” utan

AB(1+C)+ AC(1+B)=AB+AC
a zardjeles kifejezések elhagyhatok, mivel értékiik 1. A kapott eredménnyel igazoltuk az

eredeti egyenldség azonossagat.

Ezzel bizonyitottuk, hogy az igazsagtablazatbodl a két - ismertetett - modszer barmelyi-

kével ugyanazt a fiiggvényt kapjuk.

Osszefoglalva: megdllapithatjuk, hogy az igazsdigtiblizatbol rendezett ES-VAGY
(diszjunktiv kanonikus) alaku vagy rendezett VA GY-ES (konjunktiv kanonikus) alaku
logikai fiiggvényt irhatunk fel. A két alak azonos fiiggvényt ir le.

= Grafikus egyszeriisités Karnaugh —tablazattal

A leirt kikotések betartasaval - az el6zd fejezetben megismert - mindkét logikai
figgvényalak (diszjunktiv, ill. konjunktiv ) dbrazolhato, és egyszeriisitheté Karnaugh —
diagram segitségével. A Karnaugh diagramok — min ahogyan azt az el6zd fejezetben

megismertiik - az igazsagtablazatbol kozvetleniil felirhatok.
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a. Kp diagram hasznalata.

A Karnaugh diagram egyes celldiba kell beirni a fliggetlen valtozok (A,B,C) megfeleld
kombindcioihoz tartoz6 fliggd valtozo (K) értéket (15.4bra).

Az A=0,B=0,C=0 kombinacional a K értéke 0, tehat a BA=00 oszlop és C=0 sor altal

meghatarozott cellaba 0-t kell irni és igy tovabb.

BA K,
C\_00 01 11 10
0 ERE
| 1

15. abra

A 0 értékeket nem fontos beirni, ugyanis az egyszeriisitésnél csak az 1 értékii cellakat

vessziik figyelembe.
Vizsgaljuk meg a diagram utolsé oszlopaban 1év0 két cella tartalmat.

A felsé cella tartalma az ABC , mig az alsé cellié ABC minterm. Mivel mindkét cella
érteke 1, azt jelenti, hogy mindkét minterm a fiiggvény tagja, és kozottik VAGY

kapcsolat van. A két minterm -bdl allo fliggvényrész egyszeriisithetd.

ABC + ABC = AB(C+C) = AB
A példa alapjan is bizonyitottnak tekinthetjiik, hogy ha két — élben érintkezd — cellaban
1 van, akkor ezek dsszevonhatok, vagyis az a valtozo kiesik, amelyikben kiilonboznek a

cellak. Az dsszevonhatosagot lefedd hurokkal szokas jeldlni (16.4bra):

— 0 /‘&.D[I\‘H/AB

16. abra
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A lefedett (6sszevont) celldk VAGY kapcsolata adja az egyszertiisitett fiiggvényt:

K = AB+AC

b. Ks diagram hasznélata.

Az egyszeriisitett fiiggvényalakokndl targyaltakhoz hasonloan a Kp és a Ks diagramok
is felrajzolhatok egymdsbol.

Az atrajzolasndl a peremezés, ¢és a cella-értékek komplemens -ét kell irni, vagyis 0

helyett 1-e, és forditva. A 17.4bran lathat6 a példa Ks diagramja:

BA K
\C\ 11 10 00 01
1 1
Rea — 0 NI B
C+ A
17. 4bra

A celldk most maxtermeket tartalmaznak, ezért az egyszerlisitett fiiggvény az Ossze-

vonasok (lefedések) kozotti ES miivelettel irhato le:

K =(A+B)(A+C)

c. Tobb cella 6sszevonasa.

A logikai fiiggvények kozott vannak olyanok is, melyeknél tobbszords algebrai

osszevonds is végezheto.

Keressiik meg a kovetkezd négy (A,B,C,D) valtozos logikai fiiggvény legegyszeriibb
alakjat!

A viltozokat stlyozzuk az A+2°,B+2',C+2°,D+2°, szerint. A fiiggvény

egyszerusitett alakja:

4
F= 2(8,10,12,13,14,15)

Rajzoljuk meg a fiiggvény Karnaugh tablazatat (18.4bra).
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BA (0) (1) B) (@)
DC 00 01 11 10

(0) 00

4) o1

a2y 1y |11 1

8) 10| 1 1
18. abra

A Karnaugh diagram — egyszerisitett alaku fliggvény alapjan torténd — felrajzolasat
konnyiti, ha az egyes sorok és oszlopok sulyat decimdlisan is jeldljiik. Ezt tettiik a

zardjelbe irt szamokkal.
Eloszor irjuk fel a harmadik sor rész-fliggvényét algebrai alakban, mivel mindegyik
cellaban 1 értéki a fliggvény.

ABCD + ABCD + ABCD + ABCD = BCD(A + A) + BCD(A + A) =
=BCD +BCD = CD(B + B) = CD

Az algebrai sorozatos kiemelések utan két valtozo6 (A,B) kiesett.

Ugyanezt kovessiik végig Karnaugh diagramon is. A 19.4bréan az elsd egyenldségjel

utani két kettds dsszevonas lathatod.

A0 @M G @
DC\_ 00 01 11 10

(0) 00
_ 4) 01
BCD 19y 14T | D@ | D

(8) 10| 1 T\BCD

19. abra

Mindkét lefedésnél kiesett az A valtozo. A két haromvaltozos rész-fiiggvényben kozos a
CD logikai szorzat, tehat 6sszevonhato. A grafikus modszernél ez egy kozos lefedéssel

jelolhetd (20.4bra).
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BA (0) (1) 3 (@
DC 00 01 11 10

(0) 00
(4) 01

op (DI 1D
@8) 10| 1 1

20. abra

Hasonldé négyes csoportot alkotnak a 8,10,12,14 sorszdmu mintermek is, tehat 0ssze-

vonhatdk (21.4bra).

BA (0) () 3) (2)

Dc\ 00 01 11 10

cb 0) 00
\(4)\(»

(12) 11 %1;

(8) 10 ad\/ >&\
N\

AD

21. abra

Az egyszerusitett fliggvény a két részfliggvény logikai 6sszege, amely még algebrailag

tovabb egyszeriisitheto:

F=DA +DC =D(A +C)
Az utols6 egyszerlisités eredményeként kaptuk a legkevesebb miivelettel megva-

losithat6 alakot. A fiiggvény logikai vazlata lathat6 a 22.4bran.
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DD
Q]r-:n
]

22. abra

Osszefoglalis:

A grafikus fliggvényegyszeriisités szabalyi:

a lefedheté (dsszevonhato) cellak szama 2" (n pozitiv egész szam), ha azok

kolcsonosen szomszédosak,

* a kolcsondsen szomszédos meghatdarozast ugy kell érteni, hogy a kiindulé cellatol
kezdve a élben érintkezd szomszédos cellikon keresztiil 2" szami 1épés utdn az

kiindulohoz jutunk vissza,

= a lefedett cellakbdl a kitevonek (n) megfelelo szamu valtozo esik ki, amelyek a

lefedés alatt valtoznak,

* minden I -t tartalmazo cellat legalabb egyszer le kell fedni.

1.12. Aritmetikai alapfogalmak

A digitalis berendezésekben — mérdegységek, szdmitomiivek stb. — gyakori feladat
aritmetikai miiveletek végzése. Az eddig megismert logikai miiveletek valtozoi
kétértékiiek. A szamok binaris — kettes — szamrendszerben valo abrazolasanal is a 0, és
az I szamjegyeket hasznaljuk. A késdbbiekben igazoljuk, hogy az aritmetikai miiveletek
elvégzése logikai miiveletekkel lehetséges. Itt most 0sszefoglaljuk — az alabbi - alapvetd

aritmetikai fogalmakat:

= szdm, szamjegy, szamrendszer,
» szamdbrazolasi formak,

* aritmetikai alapmiiveletek algoritmusai.

44 .oldal



Zalotay Péter: DIGITALIS TECHNIKA

Elméleti alapismeretek 1.fejezet

=  Szdam, szamjegy, szamrendszer

Roviden dsszefoglaljuk — a korabbi tanuldsaikban mar megismert — fogalmakat.
" A szdm:

A szam ,valaminek” a szdmossagat, mennyiségét, értékét megado jelcsoport. A
jelcsoportok mind a hasznalt jelek, mind a jelolési-rendszer felépitése szerint valtoztak

az 1d6 folyaman.
= A szamjegy:

A szamjegyek a szamként hasznalt jelcsoport egyes jelei, amelyekhez konkrét értéket

rendeltek. Egy jelolési-rendszeren beliil véges szdmu szdmjegy van.
* A szdmrendszer:

A szamrendszer hatirozza meg, hogy a hasznalt jelekbol milyen modon, (algoritmus
szerint) kell leirni (4brazolni) egy szamot. A szdmrendszerek a korai idészakokban
kultaranként kiilonboztek. A tudomanyok, a technika fejlddésének eredményeként

egységes szamrendszerekrol beszélhetiink.
= A ROMAI szimrendszer

A mai napig szélesebb kdrben is ismert szamrendszert a romaiak alkottdk meg. A romai
szdmokban a kovetkezd 7 szdmjegy (jel) 1étezik (A zardjelbe irjuk a jelhez rendelt

értéket tizes szamrendszer szerinti jeloléssel.)

Szamjegyek és értékiik
I X (10) C (100) M (1000)
V 5) L (50) D (500)
A szamjegyek megfeleld szabalyok szerinti egymas utani irdsaval fejezték ki a szam-
értékeket. Tulajdonképpen a tizes valtoszam, amely valdszintileg ujjaink szamabol ered
megtalalhat6 a szamrendszer logikdjaban. A szdmalkotas szabalyat itt nem részletezziik,

csak egy példaval illusztraljuk.
MCMLXXIV=1974,,

A romai szdmok segitségével értékeket - korlatozott terjedelemben — ki lehet fejezni.

Szamtani miiveletek ezekkel nem végezhetdk.
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= A strukturadlt szamrendszerek

Pontosan nem ismert, hogy a mai értelemben vett szdmrendszerek alapjait mikor és hol
fektették le. Az eurdpai kultiraban, és az abbol épitkezékben hasznalt szdmjegyek arab

eredetiiek.

A ma hasznalt szamrendszerek egy-egy alapszamra épiilnek, ¢és a szamjegyek szdma az
alapszam értéke. Felépitésiik, pedig az alapszam egész szamu hatvanya - helyérték —

szerint tagolodik. Altalanos leirasa:

Z=(xpu B +x B+ +xB'+x¢B")+ (x4 B'+x,3B?+...+x ,BP)

€gesz 1ész tort rész

ahol, B a szamrendszer alapszama,
X § az 1 - ik helyérték szamjegye (0 < x <B-1),
n az egész rész helyértékeinek szama,

p a tort rész helyértékeinek a szama.

» A leggyakrabban hasznalt szamrendszerek:

alapszam  szamjegyek

Tizes (decimalis) B=10 0,1,...8,9
Kettes (binaris) B=2 0,1
Nyolcas (oktalis) B=28 0,1,...6,7

Tizenhatos (hexadecimalis) B=16 0,1,....9,A,B,C,D,E, F

Ismert mdédon a szamok felirdsdnal csak az egyes helyértékekhez tartozd szamjegyeket
irjuk balrol-jobbra, a legnagyobb helyértékii szamjeggyel kezdve. A kiilonb6zd
alapszamok, valamint a részben azonos szdmjegyek miatt, a szamoknal jelezni kell,

hogy az milyen szamrendszerben értendd. A jelzést lehet a szam eldtt — prefix -, vagy a
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szam utdn — suffix — megadni. Legtobb esetben a decimalis szdmokat jelzés nélkiil

irjak.

plL.
szdmrendszer jel nélkiil prefix suffix
decimalis: 1456 0d 1456 1456 d 1456 19
bindris - 0b 100110 100110 b 100110,
oktalis - 0o 273 273 q 273 ¢
hexadecimalis - 0x 1A2D 1A2D h 1A2D 16

Megjegyzés: a jelzokben, illetve szdmjegyekként hasznalt betlik kis-, és nagybetiik is
lehetnek. A hexadecimalis szamoknal, ha azok betlivel kezd6dnek, akkor egy 0-t kell
irni a szam elé, pl. 0A4CF.

* A szdmok komplemens -e (kiegészito -je).

A szam komplemens -e (kiegészitdje) - mint a neve is utal ra - az érték, amely a szdmot
kiegésziti a szamrendszer egy adott értékéhez. A definicid szerint barmely értékhez
szdmolhatnank a kiegészitét, de gyakorlati jelentdsége csak az alabbi két valtozatnak

van.
A kiegészités torténhet:

e a szam nagysdgrendjébe tartozd legnagyobb értékéhez, vagyis a (Bn—l ) -

hez,

e aszamndl egy nagysdgrenddel nagyobb legkisebb értékéhez, vagyis a B-

hez,

ahol B az alapszam, és n a nagysdgrendek szdma. Konnyen bel4that6, hogy a (Bn—l)

értéket - barmely szamrendszerben - az n db. legnagyobb szamjegybdl 4116 szam adja,
mig a B’ értékét—a legalacsonyabb helyértéktdl kezdve — n db. legkisebb szamjegybdl,

¢s az n+1. helyen az eggyel nagyobb szamjegybdl all6 szam adja.
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Pl n=>5 esetén:
(B -I) B
decimalis szamoknal: 999994 1000004
binaris szamoknal 11111 100000,
hexadecimalis szamoknal: FFFFF, 100000,

Az elsé meghatarozas szerintit nevezik (B-1)-es, mig a masodikat B-s komplemens -

nek. A B a szdmrendszer alapszama (radix).

A Z szam (B-1)-es komplemens —ét Z- al, mig a B-s komplemens —¢t Z -al jeloljik.
A kiegészitok — definicid szerinti - kiszdmitdsa kiilonbség-képzéssel torténik. A
szamitas algoritmusa:
Z=B-1)-Z
Z=B-Z

A valasztott szamrendszer alapjan beszélhetiink:

e adecimalis szamoknal kilences-, illetve tizes-, a

e a bindris szdmoknal egyes-, és kettes-,

komplemens —r6l. (Mas alapszam esetén az elnevezés hasonléan adhato meg.)

Az 4tszamitast — a kivonason kiviil — més eljarasokkal is elvégezhetjiik. E10bb vezessiik
be a szdmjegy - komplemens fogalmat, amely az adott szamjegy kiegészitd értéke a

legnagyobb szamjegyhez.

A Z szdm (B-1)-es komplemens —ét megkapjuk, ha mindegyik helyértéken az adott

szdmjegy kiegészitdjét irjuk:

Z =356, 7 =643,
Z=100110, Z =011001,
7 =3A2B, Z = C5D4,

A Z szam B-s komplemens —¢ét kétféle modon is megkaphatjuk, ha figyelembe vessziik,
hogy a kétféle kiegészits kiilonbsége — barmilyen B értéknél — 1, mivel B — (B —I)=1.

a. Képezziik a Z szam (B-1)-es komplemens —€t, és hozzaadunk 1-et.

Nl

Z=7+1
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7 =356, 7 =7 +1=6434 + 1 = 644y
Z=100110, Z=7+1=011001, +1=011010,
7 =3A2B, Z =17 +1=C5D4, +1=C5D5,

b. A legkisebb helyértéktol kezdve a 0-kat leirjuk, az elsd ,,értékes” szamjegy
helyére a szamjegy-kiegészitd + 1 értéket, mig a tovabbi szamjegyek helyére,
pedig azok kiegészitdjét irjuk.

Z=3564 Z = 6444
Z=100110, Z = 011010,
Z=3A2B, Z =C5D5y,

A digitalis szamitogépek bindris szamokkal végeznek aritmetikai miiveleteket . A
negativ eldjelli szamokndl a kettes - komplemens hasznalata gyorsabb miiveletvégzést

tesz lehet6vé.
= A kiilonboz6 szdmrendszerek kOzotti datszamitds

A miiszaki gyakorlatban leggyakrabban a decimalis, bindris, és a hexadecimadlis
szamrendszereket haszndljdk. A kovetkezOkben roviden attekintjiilk az atszamitdsok
algoritmusat. Az emberek szamara legfontosabb a decimdlis forma, mivel minden
kozérdekli szamleiras ebben a formaban torténik. A szdmok gépi tarolasa, és az azokkal

végzett miiveletek szinte kizarolag bindris rendszerben torténik.

Altaldnosan az egyes szamrendszerek kozotti valtast (atszamitast) az 4j rendszer alap-

szamadval torténd sorozatos osztdassal végezhetjiik el.

ElGszor a decimdlis — bindris atalakitast ismételjiik at. Szamitsuk ki a 1074 érték binaris

megfeleldjét.

107 1 | 2
531 | 2
26| 0 | 2
13172
6 | 0 | 2
311 ]2
1|1 ]2
0

Tehat 1074 =1101011,
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Gyakran van sziikség a bindris — hexadecimalis atszamitdsra is, mivel a szdmitas-
technikai megjelenités legtobbszor — a kisebb helyfoglalds érdekében — a binaris helyett

a hexadecimalis alakot hasznalja.

Az atalakitasnal 16 —al torténd sorozatos osztast oly modon végezhetjiik, hogy a binaris
szdm — legkisebb helyértékétdl kezd6dd — négy-négy szamjegye helyett irjuk be a
megfeleld hexadecimdlis szamjegyet. Szamitsuk at az el6z6 példa értékét hexadecimalis

alakra.

1074 =0110(1011, = 6By,
6 B

Az utobbi atszdmitds — a leirtak szerint - konnyen elvégezhetd fejben is. Csupan a

hexadecimalis szdmjegyek bindris megfeleldjét kell kiszadmitani, vagy megjegyezni.

=  Szamabrazolasi (szamirasi) formak

Az elézéekben csak a szam leirdsdnak valtozatairol adtunk — a teljesség igénye nélkiil —

1smétld attekintést.

A miszaki, és egyéb gyakorlatban is legtobbszor kiilonbozd eldjelii mennyiségek
mérdszamait kell felirni, és azokkal miiveletet végezni. A kovetkezokben tomoren — a
teljesség igénye nélkiil — Osszefoglaljuk azokat az eldjegyes szamleirdsi (szam-

abrazolasi) formékat, amelyeket a szadmitasainkban hasznalunk.
= Elgjeles abszolut-értékes abrazolas

A szamleirds ilyen formdjat haszndljuk a hétkéznapi gyakorlatban a nyomtatott, és
egy¢b dokumentumokban. A szam pezitiv, vagy negativ voltit nem szdmjeggyel, hanem
a +, vagy a — irdsjellel adjuk meg a szam el6tt. A szam értékét mindkét esetben
abszolut-értékével irjuk. (Ez megfelel a szdmegyenesen jobbra-balra torténd abrazolas-

nak.)
» Eldjegyes szamabrazolas

A digitalis szadmitdégépek mind a szdmjegyeket, mind a kiilonbozo6 irdsjeleket kétértékii

bitekkel taroljak. Az irasjelek kodolt forméja 8 bitet foglal le. A helytakarékossag, vala-
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mint egyszeriibb miiveletvégzési célbol is, az eldjelet is egy bittel — az eldjegy —el —

adjak meg. A miszaki gyakorlatban 0 a pozitiv, az 1 pedig a negativ szam eléjegy -e

Igy beszéliink az eldgjegyes — szamabrazolasrol. A szamrész megadasi modja szerint

megkiilonboztetiink:

— elojegyes abszolut - értékes, valamint

— eldjegyes komplemens -es

formékat.

Az abszolut-értékes leiras tulajdonképpen az eldjeles ébrazolds gépi valtozata. Ilyen
alaku szamokkal a miiveletvégzés viszonylag 0sszetett algoritmus szerint végezhetd. A
kijelolt, és az elvégzendd mivelet (6sszeadas, vagy kivonas) a tényezok elojeleitdl is

fligg. A tényleges miiveletvégzés eldtt dontés sorozatot kell végezni.

A komplemens —cs abrazolasoknal a pozitiv szamokat a szamrész abszolut — értékével,
mig a negativ szamokat, pedig a szamrész valamelyik kiegészitdjével (komplemens-

ével) adjuk meg.

pl. Irjuk fel a +1074, illetve a —1074 szamokat a kiilonbozé szamabrazolasi forméban!

Elgjeles decimalis 107 -107

Eldjegyes abszolutérték -es 0 1101011 11101011
1-es komplemens -ii 01101011 10010100
2-es komplemens -ii 01101011 10010101

=  Szamok normal alakja

A miiszaki gyakorlatban, f0leg a szamitogépek széleskort elterjedése el6tt a kiilonbozo
szamitasi muveletek elvégzését konnyitette az a szamok normdl alakban tértént meg-

adasa.

A normdl alak két részben adja meg a szamot, mégpedig a szdmrészben, és az

exponencidlis részben.

A szamrészben a tortvesszd elott csak egyetlen — a legnagyobb helyértékli — szamjegyet

irjuk, mig a tobbi szdmjegy tortrészként szerepel. Utana kell leirni az exponencialis
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részt, mint szorzo tényezot, amely az alapszam (B) n -ik hatvany. Az n kitevo hatarozza

meg, hogy a az abrazolt szdm milyen nagysdgrendii.

8.Példa. 3,1023 * 10* =3 1023
5,234 * 107 = 0,05234
25 90,12 = 2,59012 * 10’

Az alap és a normal alakok kozotti atirds a példakbol egyértelmil. Az n kitevd formailag
azt a szamot jelenti, amennyivel a tizedes-vesszOt jobbra, vagy balra kell vinni. Az

iranyt a kitevo eldjele adja.
= Binadris szamok lebegdpontos (float) alakja

A skalar szamok lebegdpontos (float) abrézoldsa, és taroldsa - az IEEE-754 sz.

szabvanynak megfelelden - 4 bdjtban (32 bit) torténik.

Az abrazolasi forma, a normdl alakii szamabrazolasnak a bindris szamrendszerben

torténd alkalmazasa.

A lebegbpontos szdm két része az aktudlis szdmot megadd un. mantissza, és a

nagysagrendet megadoé kitevd, vagy maskép exponent.

A kitevd 8 bites, amely 0 — 255 kozotti érték adhatd meg. A kettes komplemens -i
abrazolas — az érték 127-el torténd eltolasa - lehet6vé teszi, hogy negativ kitevdji

értéket is lehessen megadni, €s ezzel a +128 és - 127 az értékkészlet sz¢€1so értékei.

A szam 24 biten fejezhetd ki, de ebbdl ténylegesen csak 23-at, a tort-vesszot kovetd
részt tartalmazza a mantissza. A normdl alaki szamabrazolasban csak egy, a 0-t6l
kiilonb6z6é szdmjegy lehet az egész részben. A bindris szdmoknal ez az 1, amit nem
fontos megadni, mivel ez minden szamnal azonos. Igy lehet a 24 bites szamot 23 biten

megadni.

A négy bajtban — 32 biten - dbrazolt szam legnagyobb helyértékii bit a szam eldjegy -e

(signum).
A leirtak szerint tarolt lebegOpontos szam felépitése az alabbi:

SEEE EEEE EMMM MMMM MMMM MMMM MMMM MMMM
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ahol:
S az eléjegy bit, amely 0 értéke a pozitiv, az 1, pedig a negativ szamot jelzi,
E a 8 bites kitevd,
M a 23 bites mantissza.
Példa:

A -12,5 értékli decimalis szdm lebegdpontos abrazolasban 0xC1480000 lesz ( a 32 bit

helyett a rovidebb hexadecimalis format irtuk).

Ertelmezziik az abrazolasi elv ismeretében az adott szamot.

Forma SEEEEEEE EMMMMMMM MMMMMMMM MMMMMMMM
Binaris 11000001 01001000 00000000 00000000
Hex.dec. C14800 00

A legnagyobb helyértéki bit (S) 1, tehat a szam negativ.

Az kovetkezd nyolc bit (E-k) 10000010 a kitevdt adja, ha ebbdl levonjuk az eltolést, a
127-t. A binarisan leirt exponens decimalis értéke 130, amelybdl levonva 127-t 3-at

kapunk, amely a tényleges kitevo.

Az utolso 23 bit a mantissa (M-ek):

10010000000000000000000
Mivel ez csak a tortvessz6 utani rész, ezért még hozza kell irnunk az egész-részt, vagyis

1-t. Az igy kapott érték:

1.10010000000000000000000
amelyet szorozni kell 2* -al. Ekkor kapjuk meg a lebeg8pontosan felirt szam abszoliit-
értékét.

1100.10000000000000000000,

A szam egész része: 1100b bindrisan, és atszamitva
3 2 1 0
Ax2)+(1A%x2)+(0x2)+(O0x2)=12
decimalis érték.
A tOrtvesszot koveto binaris rész: .100...b , atszamitva
(1 x2-1)+(0x2-2)+(0%2-3)+...=0.5
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decimalis érték.

A két rész Osszege, és az eldjel adja a lebegépontosan abrazolt szdm decimalis értékét.
Tehat igazoltuk, hogy, 0xC1480000 a -12.5 szam lebegépontos (float) formaju

megadasa.

= Kodolt decimalis szamok

A tizes szamrendszerbeli szamok kozvetlenleirasa, tarolasa kodolt valtozatban is
torténhet. Miutdn a szamitégépekben csak kétértékli elemi informacidk (bit-ek)

tarolhatok, ezért a tiz szamjegy csak tobb bit-bol allo kod-al helyettesithetd (irhato le).

A tizes szdmrendszer szdmjegyeinek megadasdhoz legkevesebb 4 bithol allo kod
sziikséges, mivel 3 bittel csak 8 érték kiillonboztethetd meg, viszont tiz értéket kell
megkiilonboztetnliink. A 4 bites binaris kod viszont 16 kiillonbozd informdciét hor-
dozhat, ezért 10 értékhez rendelik a decimalis szamjegyeket, ¢s hat értéket nem

hasznalnak.

A 4 bites Osszerendelés, vagy mas néven kodolas — az alabbi tdblazatban bemutatott -

harom valtozatat hasznaljak.

BCD Aiken 3 tobbletes (Stibitz)

g8 l4]2]1 24271 (8421)-3
0lololo]o 0lololo]o » | 0]0]0]0
1]o]o]o]|1 1{o]o]o]1 glofojo]t1
2/l0]l0]1]0 2/l0lo01]0 ojlo]1]o
3lolo|1]1 3lolo|1]1 0lolo|1]1
410100 40100 1]o]1]0]0
s5lol1]0]1 SLo[t]o]l 2/l0]1]0]1
6lol1]1]0 glof1]1]o 3lol1]1]0
71011111 = 0 L] 1] 1] 4101|111
sl1]ofolo 2/ 1]0]0]0 s5l1]o]o]o
9|10 0]1 s 1/0]0]1 6 11001
JLLfof1]o “ltjof1]o 7l1lol1]0
gl1jof1]1 sl1]o]1]1 sl1lol1]1
~l1]1]0]o0 6 1100 91]1]0]0
2l1[1]o0]1 711 ]1]0]1 ~ |l 1L[1]o]1
sl 1|1 ]1]0 sl1]1]1]0 2 1[1[1]0
il 91 ]1]1]1 Sl

A bemutatott kodok koziil a BCD-kéd (Binary Coded Decimal), és az Aiken-kod
sulyozottak, ami azt jelenti, hogy az egyes bitek értéke 2 hatvdanyaival kifejezhets. A
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Stibitz-kod eltolt-sulyozdasu, ami azt jelenti, hogy a kod bindris értéke 3-al tobb mint a
hozzéa rendelt decimalis érték. Az utdbbi két kod szimmetrikus felépitést, ugyanis a
szaggatott vonaltdl, - mint szimmetria tengelytdl — egyenld tavolsagra 1évé kodok

egymas 1-es kiegészitoi. Ez a tulajdonsag felhasznalhat6 hibajelzésre.

A BCD-kodot a szamitdstechnikaban hasznaljak tizes szamrendszerben torténd szam-
abrazolashoz, illetve szamolashoz. Az egy szamjegyet leirdé 4 bit-et dekdd-nak

nevezziik. A 8 bites bdjt-ban két dekad irhato, vagyis 0 — 99 decimalis értéket tarolhat.
Pl. 384=0011 10005cp

A mikroprocesszorok tobbségének utasitaskészlete lehetévé teszi a BCD szamokkal

vald szamolast is. Erre a 2. féléves tananyagban tériink vissza.

Tobb bites kodokkal is leirhatok a decimalis szamjegyek. Itt csak az ét-bites un.

Johnsson - kodot mutatjuk be.

0 0 00 0O
1 0 00 01
2 0 00 11
3 0 01 11
4 01 1 11
5 I 1 1 11
6 1 1110
7 I 1100
8 1 10 00
9 1 0000
0 0 00 0O

Az 06t bit 32 érték kifejezését tenné lehetové. Ebben az esetben csak tizhez rendeltiink
értékes informdciot. A kod tehat redundans. A tovabbi 22 érték hibajelzésre, esetleg

hibajavitdsra is hasznalhato.

A hibajelzd, és javito kddokkal — az informdcio-elmélet egy kiillon aga - a kodolds-
elmélet foglalkozik részletesen. Ide tartoznak a kiillonb6zd tomoritési, titkositdsi és

visszafejtési stb. eljarasok kidolgozasa, algoritmizalésa.

=  Aritmetikai miiveletek algoritmusai

A megismert szamabrazolasi formék koziil a mikroprocesszoros rendszerekben (mik-

rogép - ekben) altaldban a bindris kettes komplemens - i valtozatot hasznaljak. Miutan
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az aritmetikai miveletek az Osszeadas, és a kivonas miiveleteire vezetheto vissza, ezért

itt egy példan keresztiil vizsgaljuk meg e két miivelet elvégzésének szabalyait.

Vegyik a 96, és a 43 abszolut-értékii szamok kozotti miiveleteket. Mind az

Osszeadasnal, mind pedig a kivondsnal négy-négy miiveletet kell elvégezniink.

Az adott szamok binaris kettes komplemens —ii értékei:

9% 01100000 -96 10100000
43 00101011 43 111010101

Szaggatott vonallal az eldjegy — bitet hataroltuk el.

Az elvégzendd miiveleteket lathatok az aldbbiakban. Mindkét miveletnél
helyértékenként - a legkisebb helyérték kivételével — harom szdmjegyet (bit -et) adunk
Ossze, illetve vonunk ki. Ezek a két szam azonos helyértékii szamjegyei (bit -jei), illetve
az el6zo helyértéken keletkezo dtvitel (Cy Carry), illetve athozat (Bw Borrow) bitek. Az
utobbi értékeket a negyedik sorba - egy kissé eltolva - irtuk, jelezve ezzel a helyérték-

valtast.

A kettes komplemens-ii dbrazolasu szamok esetében mindig a kijelolt miiveletet — az
Osszeadast, vagy a kivonast — kell végezni gy, hogy az eldjegy bitet is szambitként
kezeljiik. A példaban félkovér szammal jeloltik az utolso szamjegynél, és az eldjegy

bitnél keletkezett atvitel / athozat biteket.

Osszeadds
9% 0i1 100000 9% 0i1 100000
+ 43 00101011 + -43 1:10101 01
139 10001011 53 00110101
01 100000 171000000
96 10100000 96 10100000
+ 43 00101011 + 43 1{11010 101
53 1:100101 1 439 0i1 110101
00100000 70000000
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Kivonas

9% 0i1 100000 9% 0i1 100000

- 43 00101011 S 43 11010101

53 00110101 139 10001011
00111111 160011111

96 110100000 96 110100000

- 43 00101011 - 43 111010101

2139 0i1 110101 53 1:1001011

071 1 1 1111 77011111

A példak elvégzése utdn megallapithatjuk a szabélyokat:

— Mindkét miveletnél az eredményt is kettes komplemens-ii formaban
kapjuk. A pozitiv szam eldjegy -¢ 0, és a szamrész abszolut értékii, mig a

negativ szam eldjegy -¢ 1, €s a szamrész a szam kettes komplemens -e.

— Hibatlan eredményt kapunk, ha a két utolso dtvitel/athozat bit (az utolso

szamjegynél, illetve az eldjegynél) 00, vagy 11.

— Hibds az eredmény, ha csak az egyik helyen keletkezik dtvitel/athozat bit.
llyenkor aritmetikai tulcsordulas van. Ez azt jelenti, hogy a keletkezett
eredmény nem fér el a szamrésznek fenntartott helyen, (kicsi a kapacitas)
vagyis az eredmény nagyobb, mint a 7 bittel megadhat6 legnagyobb érték.

A hiba a tarol6-hely kapacitasanak novelésével kiiszobolheto ki.

— A két tilcsordulas-bit XOR (moduld 2) miiveletének eredménye az un.
Overflow -bit (OF), amit aritmetikai tilcsordulds bitnek is neveznek.

Minden mikroprocesszor un. Status, vagy Flag bitjei kozott szerepel az OF

bit.

A kettes komplemens —i szamabrazolas elonye tehat az, hogy gyorsabb a miivelet-
végzeés. A negativ szamok abszolut értékre vald konvertalasat, illetve forditva csak az
adat kiiratasandl, illetve bevitelénél kell elvégezni. A miiveletek a gépen beliil

gyorsabban hajthatok végre.
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