Villamosmérnok Szak, Tavoktaths Matematika segédanydg

1. Vektorok, linearis algebra

1.1. Matrixok

1.1.1. Fogalmak, tételek

Definicio
A matrix elemek — altalaban szamok — tablazata téglalap elaku
elrendezésben.

Nyomtatott nagybetiivel jel6lik — ezen felll nyomtataskastag betlivel. Szokas a tablaza-
tot szbgletes vagy kerek zarojelbe tenni.

2 -1 3

fgen 10 4 -8
Példa:A = 6 6 1
4 3 -1

e Matrixot igy szorzunk egy szammal, hogy minden elemét
megszorozzulk -val.

2 -1 3 6 -3 9

. 10 4 -8 | 0 12 -24
Példa: HaA = 6 6 1 , akkor3A = 18 18 3
4 3 -1 12 9 -3

e A matrix tipusatsorainak €s oszlopainak szama hatarpzza
meg. Tehat pl. egy 4 sorbdl és 3 oszlopbdl all6 matrik3-
as tipusu.

Jelolés:A s

Készitette: Vajda Istvé|1
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e Osszeadni és kivonni csak azonos tipust matrixokat lehet.
(Tehat ugyanannyi sorbdl és ugyanannyi oszlopbdl kel| all-
niuk.) A megfeled helyen leb elemeket kell 6sszeadni, jil-

letve kivonni.
i | 326, | 107 | 4 -2 13
Pelda.HaB_[_1 5 3lesc_l_3 4 2l,akkorB+C_[_4 6 5]

e Két matrix — adott sorrendben — akkor szorozhatd 6ssze, ha
az el® oszlopainak szama megegyezik a masodik sorainak
szamaval.

Pl. azA,.; matrix (két sora és harom oszlopa van), 6sszeszorozBatQ anatrixszal ebben
a sorrendben, forditott sorrendben azonban nem. (Teh&Bagzorzas elvégezhitde aBA
nem.)

e Ha két matrixot 6sszeszorzunk, akkor az eredménymat-
rixnak annyi sora lesz, mint az élsnatrixnak €s annyi o$-
zlopa, mint a masodiknakA(,x,Bpx; = Cixg)

Pl. ha egyA,,; matrixot €s eg¥Bs.s matrixot 0sszeszorzunk, akkor az eredmenfAdB),,.
matrix, amelynek 2 sora van (miAt-nak) és 5 oszlopa (miB-nek).

Tétel:

Legyen azA és B matrixok szorzataC. A C matrix i-edik
soranakj-edik elemet gy szamitjuk ki, hogy & matrix i-
edik soranak elemeit rendre megszorozzuB aatrix j-edik
oszlopanak megfelélelemével és az igy kapott szorzatokat
0sszeadjuk.

2 -3
1 4
Példa: | -2 6] —20=4-(-3)+1-4+(=2)-6
4 1 =213 —20]
[3 -3 —1]_ 5 27 |

Készitette: Vajda Istvah
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e A matrixszorzasiem kommutatiytehat ha a tényéket fel-
cseréljik, akkor az eredmény megvaltozhat,lshet, hog
a szorzas az egyik sorrendben elvégezjemasikban ne

4 1 2 3
-1 3 1 5

Pelda: ) 311 s 1] % [ 419 17
1 5| -1 16 -1 3|1 12

e Ha egy matrixnak ugyanannyi sora van, mint ahany osz|opa,
akkornégyzetes (kvadratikugpatrixnak nevezzuk.

e A négyzetes matrixdatlojatazok az elemek alkotjak, ame-
lyek ugyanannyiadik sorban vannak, mint ahanyadik oszlop-
ban.

Tehat az el§ sor el eleme, a masodik sor masodik eleme stb.

3 4 -2

Példa:| -1 5 0
6 2 3

e A négyzetes matrix masik@atlotol kilonbod) atlojatmel-
|ekatlonaknevezzik.

3 4 -2
-1 5 0
6 2 3

Példa:

e A diagondlis matrix (diagonalmatrilyan négyzetes mét-
rix, amelynek mindendatlon kivili eleme 0.

Megjegyzés: Az nem kizart, hogy a4tléban is legyen O.

20 0 30 O 000
Példak:A=|0 7 0 B=|0 0 0 C=|1000
0 0 11 00 -2 000

Készitette: Vajda Istvah
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e Az olyan diagonalis matrixot, amelynek mindedatlobel
eleme 1egységmatrixnakevezziik.

Példak:A=| 0 1 0 B=
00 1 0010
0 001

Készitette: Vajda Istvah
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1.1.2. Feladatok

1. Adottak azA, B, C matrixok:
2 43 0o 2 71, 1 0 2
A‘[—1 5 4 ’B_ll -3 —4]e5c‘[—1 -2 5]'
Szamitsa ki aA + 2B és a3C — 2B + A matrixokat!

2. irjuk fel a2A — B matrixot.

2 -1 3 1 4 -2
0 -4 2 2 0 2
A= 6 7 1 B= 5 -4 3
3 39 1 1 5

3. Szorozzuk 0ssze ax és aB matrixokat.

(2 1 1 5 -7
VA= —5] B‘lz -3 —1]

. 1 4 02
b) A= _? :; ‘?] B=|3 -2 -1 3

: 9 -3 46

: 10
c)A:ng B=|1 2

: 15

21 2 311 1
d)A=|0 3 -1 B=|-122 1

2 5 -2 320 -2

Készitette: Vajda Istvé|1
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1.1.3. Megoldasok

[2 8 17 5 0 -5
1.A+ZB_L1 1 ] 3C—2B+A_l_6 _7 11]
3 -6 8
-2 -8 2
2.2A-B = 7 18 —1
| -5 5 13
4 7 =15 -15 32 -7 -3 , .
3. a) __2 55 _51l b) [ 53 -19 31 31] c) Nem vegezhétel
[ 11 8 4 -1
d) -6 4 6 5
| -5 8 12 11

Készitette: Vajda Istvé|1 E
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1.2. Determinansok

1.2.1. Fogalmak, tételek

e EQgy2 x2-es matrixdeterminansanagrtéke a datlobeli és
mellékatlébeli elemek szorzatanak kilonbsége.

Jelolés: AzA (négyzetes) matrix determinanskit A-val jeldljik.
Ha a matrix elemeivel akarjuk felirni a matrix determindns&kor a matrix elemeit két fug-
gbleges vonal kdzé tesszik.

Példa: HaA = l 2 1 ] akkordet A = ‘

3 5 ‘:2-5—1-3:7

21
3 5

e Az n X n-es determinanstz-edrendld determinansnak| is
nevezzik.

Tehat &2 x 2-es determinans masodrend(®, & 3-as harmadrend, stb.

e Sakktablaszabaly: A determinans elemeineiletve — el6-
jeleket rendeliink, amelyek ugy valtakoznak, mint a vilggos
és sotét maik a sakktablan. Az etssor el® eleméhez-
eldjel tartozik.

+ 1+
|+
+ 1+

(elojeles) aldeterminansaigy kapjuk, hogy elhagyjuk |a

mek altal alkotott determinanst valtozatlanul hagyjulg
megszorozzuk-1-gyel aszerint, hogy az adott elemhez a
saktabla-szabaly szerimt vagy— tartozik.

Készitette: Vajda Istvé|1

e Az n-edrendl determinans egy adott eleméhez taltozo

szb6banforgo elem sorat és oszlopat, és a megmaradd ele-



Villamosmérnok Szak, Tavoktaths Matematika segédanydg

1 2

3 4

135
35
15 ‘

Ugyanezen a determindns a masodik soranak méasodik elernated (ebjeles) aldeter-

3
Példa: Az 5 | determinans efssoranak masodik eleméhez tartoz®jeles) alde-

terminansi(-1) - ‘

minans:

sl

e A magasabbrend( determinansok kiszamitasat, visszayeze
hetjik alacsonyabbrendiiek kiszamitasakdegtési tételse-
gitségével: Kivalasztjuk a determinans egy téksges sora:,
vagy oszlopat és ennek elemeit rendre megszorozzuk a hoz-
z4juk tartozo (djeles) aldeterminanssal, végul az igy kapott
szorzatokat dsszeadjuk.

2 1 -1
Példa: Fejtsikkia3 0 2 |determinanst az dissora szerint!
4 -2 1
2 1 -1
0 2 3 2 3 0
3 0 2 :2-‘_ ‘—1-‘ +(—1)-‘ B ‘:
i o 1 2 1 4 1 4 -2

=2(0-(-4)-B-8-(-6-0)=19
Fejtsik ki ugyanezt a determinanst a masodik sora szetint is

2 1 -1
3 0 2(=-3.| } 7Mo% Mo30-2-2(4-4=19
3 21 4 -2

Természetesen — mint a példaban is — mindegy, hogy a detamstimelyik sora vagy os-
zlopa szerint fejtjuk ki, ez a determinans értékét nem lyédfmlja. Az elvégzeridszamolés
mennyisége azonban jelésen kiulonbod lehet valasztasunktol fliggn. A fenti példaban pl.
kevesebbet kellett szamolnunk a masodik esetben, mert@dk&orban az egyik elem 0, ezért
a hozza tartoz6 aldeterminanst nem kellett kiszamolni.

A kifejtési tétel mindig alkalmazhat6 a magasabbrendémeinansok kiszamitasara, de minél
magasabbrendl determinansrol van sz6, annél szamaigsggbb.

Készitette: Vajda Istvah
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e Harmadrendl determinansok kiszamitasara alkalmazhato a
Sarrus-szabalis: A determinans etsés masodik oszlopat
megegyszer leirjuk a determinans moge, igy 6sszesen |0t os-
zlopot kapunk. A determinans értékeGafld iranyaban 6sz-
szekotheh elemharmasok szorzatosszegének és a mellekatlé
iranyaban dsszekothieelemharmasok szorzatdsszegengk a
kllonbsége.

2 1 -1
Példa: Szamitsuk ki %23 0 2 | determinans értékét Sarrus-szaballyal!
4 -2 1

=2.0-1+1-2-44(=1)-3-(-2) = (-1)-0-4-2-2-(-2)—=1-3-1 = 19

= W N
N O =
_ N -

e Adeterminans erteke nem valtozik, ha egy sorat (vagy annak
szamszorosat) hozzadjuk egy masik sorahoz.
(A tétel oszlopokra is érvényes.)

2 1 -1 2 1 -1 5 o
Példa;3 0 2|=|3 0 2 :(—1)-‘8 _1‘:19
4 -2 1 8 0 -1

Itt a determinans kiszamitasa sorafszldr hozzaadtuk az élssor kétszeresét a harmadik
sorhoz. Ezutan a determinanst a masodik oszlopa szerinttidy ki, mert abban csak egy
0-t6l kuléonb6d elem maradt, tehat csak egy aldeterminanst kellett kigaaomk.

Készitette: Vajda Istvé|1 E
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1.2.2. Feladatok

1. Szamitsa ki a kovetkézeterminansok értékét:

35 ~1 -2 5 -1
3) 24‘ b) ‘ 2 4 | 6‘
123 2 0 -2
d |3 45 e) |3 1 5
135 4 -1 0

Készitette: Vajda Istvah
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1.2.3. Megoldasok

35 -1 -2 5 -1
lLa) |, ,|=34-52=2 b ‘ 5 4‘_0 c) ‘_2 6‘—28

1 2 3

d) 345|=1- 45 -2 35 +3- 3 4 =1-5-2-10+3-5=0

35 15 1 3

135

e) El9 megoldas:

2 0 -2

3 1 5|=2. 12 +(=2)- 351 =2.5+(=2)-(-7) =24

11 0 -1 0 4 -1

Masodik megoldas: Bkzor a masodik sort hozzaadjuk a harmadikhoz, majd a deter-
minanst kifejtjik a kozégsoszlopa szerint:

2 0 -2 2 0 -2 s o
3 1 5(=[31 5 =‘7 5‘:10—(—14):24
4 -1 0 70 5

Készitette: Vajda Istvah
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1.3. Linearis egyenletrendszerek

1.3.1. Fogalmak, tételek

e Egy (algebrai) egyenletrendszériearisnaknevezink, ha
csak elgfoku és konstans tagok szerepelnek benne.

Példak:
dx +2y -7z =12
x +11y =2z = 9 egy linearis egyenletrendszer.
-x -2y +2z= 8
7x1 +3x, —7JC3 +x4, =12
—2x1 +8x, +33x3 —4x, = 19 szintén egy linearis egyenletrendszer.

3x1 —2x, +8x3 +9xy 7
2 _ —
4§ :131yy Z _ 12° hem linearis egyenletrendszer, mert van benne egy masod-
9y = : ;
x 2y +2z= 8 fokd tag By”).
dx +2y -7z =12 — S
11y —22 = 9 szintén nem linearis egyenletrendszer, mert van benne egy
Yy e mésodfoku tagx(y).
-x -2y +2z= 8
4lnx +2y =12 : . .
{ x+11y = 9 nem is algebrai egyenletrendszer [az tag miatt).

e Ha egy linearis egyenletrendszerben az ismeretlenek §zama
megegyezik az egyenletek szamaval, akkor az egyenlejrend-
szerfodeterminansaz ismeretlenek egyutthat6ibdl alkotott
determinans.

Példak:

4x +2y =12 4 2 0
Az{ x +11y -2z = 9 egyenletrendszebtieterminansa 1 11 -2 |.

-x 2y +2z= 8 -1 -2 2

Mint a példaban is latszik, ha valamelyik egyenletben azlkdagyneretlen nem szerepel, akkor a
determinans megfeléleleme 0, ha pedig nem irjuk ki az ismeretlen egyutthatarazt jelenti,
hogy az egyitthato 1.

Készitette: Vajda Istvah
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7x1 +3x, —7x3 +x4 = 12 egyenletrendszer esetén nem beszélhetiink
Az {—2x; +8x, +33x3 —4x, = 19 fbdeterminansrol, mert az ismeretlenek szama
3x; —2x, +8x3 +9x4 = 7 nem egyezik meg az egyenletek szamaval.

e Ha egy linearis egyenletrendszerben az ismeretlenek §zama
megegyezik az egyenletek szamaval, akkor az egyeénlet-
rendszer minden ismeretlenéhez tartozik egydositott d
terminans amit Ugy kapunk, hogy abdfleterminansban|a
megfeleb ismeretlen egytitthatoit kicseréljik az egyesgdg-
jelek jobboldalan allé konstans tagokra.

Peldak:

4x +2y =12
Az ¢ x +11y -2z = 9 egyenletrendszer modositott determinansai:
-x -2y +2z= 8

12 2 0 4 12 0 4 2 12
D= 9 11 -2 D,={ 1 9 -2 D,=( 1 11 9
8§ -2 2 -1 8 2 -1 -2 8

—2x1 +8x, +33x3 = 19 egyenletrendszer moédositott determinansai:

7x1 +3x, —7x3 =12
Az
3x1 —2x, +8x3 = 7

12 3 -7 7 12 -7 7 3 12
D;=(19 8 33 D,=|-2 19 33 D;=|-2 8 19
7 -2 8 3 7 8 3 -2 7

e Cramer-szabaly Ha a linearis egyenletrendszerben az is-
meretlenek szama megegyezik az egyenletek szamaval, és
az egyenletrendszebdieterminansa nem 0, akkor az egyen-
letrendszernek egyértelml megoldasa van és az egjes IS-
meretleneket gy szamithatjuk ki, hogy a megfelalbdosi
tott determinanst elosztjuk adeterminanssal.

7x1 +3x> —7.X'3 =12
Példa: Az{ —2x; +8x, +33x3 = 19 egyenletrendszer megoldasa:
3x1 —2x, +8x3 = 7
D; _ 2455 _ D, 1324 _D; _ 631

= 1,76 X2 = 0,95 X3 = 0,45

1= T 1395~ D~ 1395 D~ 1395

Készitette: Vajda Istvah
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e Ha a linearis egyenletrendszdrdieterminansa 0, akkor az
két dolgot jelenthet: az egyenletrendszer ellentmondazjaz
nincs megoldasa) vagy osszefaggegtelen sok megoldasa
van).

ibol alkotott matrixot értjuk.

e Az egyenletrendszer matrixéaz ismeretlenek egyUtthaIé-

Példa:
7x1 +3x, —7x3 +3x4 =12 7 3 -7 3
Az { —2x1 +8x; +33x3 =19 egyenletrendszer matrixp:i—2 8 33 0
X1 +8.X'3 +2x4 = 7 10 8 2

e Ha az egyenletrendszer matrixat kiegészitjik még egy os-
zloppal, amelynek elemei az egyenletrenszer jobboldalan
allé konstansok, akor az egyenletrendsziedvitett matrixa
kapjuk.

Példa:
7x1 +3x, —7X3 +3x4 = 12
Az {—2x; +8x; +33x3 19 egyenletrendszer kidvitett matrixa:
X1 +8x3 +2x4 7

7 3 -7 3| 12
[ -2 8 33 0] 19 }
10 82| 7
Megjegyzés: Az egyenletrendszer&ibitett matrixa tulajdonképpen az egyenletrendszer ftiatid
irasmddja, hiszen nem kell kiirni az ismeretleneket és gemgségjeleket, mégis minden
egyutthatordl tudjuk, hogy melyik ismeretlenhez tartcazikelye alapjan.

Készitette: Vajda Istvah
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e A Gauss-modszea linearis egyenletrendszerek megolda-
sanak egy modszere akarcsak a Cramer-szabalgnyg
hogy minden esetben alkalmazhat6. A megoldas goran
az egyenletrendszer lKilitett matrixabol indulunk Ki
ezt a matrixot un.elemi sormdveletelsegitségével mo-
dositjuk. Minden moédositott matrix egy az eredetivel ek-
vivalens egyenletrendszernek felel meg.

e Az elemi sormiveletek
e A matrix két sorat megcserélhetjik.

e A matrix barmelyik sorat megszorozhatjuk vagy elojszt-
hatjuk egy 0-t0l klildnbdz szammal.

e A matrix egy sorat — vagy annak valahanyszorosat —
hozzdadhatjuk egy masik sorahoz, illetve levonhatjuk
belle.

Megjegyzés: Az elemi sormiiveletek az egyenletrendszasgjoldasanak — kdzépiskolabal
jol ismert — |épései. A matrix két soranak cseréje megfedtldgyenlet felcserélésének, ami
nyilvan ugyanazt az egyenletrendszert eredményezi. Ha@xnegy sorat megszorozzuk egy
0-tél kulbnb6d szammal, az a megfetekgyenlet ugyanezen szammal valé szorzasanak felel
meg stb.

e A Gauss-modszalkalmazésa soran arra toreksziink, hogy
kialakitsuk az un. Iép&s alakot, ami azt jelenti, hogy|a
matrix bal als6 sarkaban egy 0-kbdl allo haromsz6g — esetleg
trapéz — alaku rész alakitunk ki. Ez megkdnnyiti a megdldas
felirasat.

Példak: Oldjuk meg a kévetkézgyenletrendszert:
x +y +z=9
2x +4y -3z =1
3x +6y =5z = 0

Készitette: Vajda Istvah
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Adjuk hozz4 az el sor—2-szeresét a masodik3-szorosét

(11 119 :|—2 -3 a harmadik sorhoz! gy elemi sormiiveletek segitségével

2 4 311 . | elérjiik, hogy az efs oszlopban a legfefiselem kivételével
[ 36 5|0 : minden elem 0 legyen. Most vonjuk le a méasodik sort a
11 1 9 harmadik sorbdl és csereéljik meg a masodik és a harmadik

02 —-5| -17 4 sort! Veégul vonjuk le a masodik sor kétszeresét a har-

0 3 —-8| —27 :L :I madik sorbol! Ezaltal a masodik oszlop legalso eleme is 0
] ’ lesz, eljutottunk a Iép&s alakhoz — kialakult a 0-kbdl allo
(11 1 9] haromszog a bal alsé sarokban.

01 -3} -10 :I—Z Az igy kialakult — eredetivel ekvivalens — egyenletrendsze
|02 5| -17 | «* utolsé egyenlete = 3, ami megadja a harmadik ismeretlen
11 1 9 ertéket. A masodik egyenlgt— 3z = —10, amit atrendezve

01 =3 =10 megkapjuky értékétis:y = 3z -10 =3-3-10 = -1.

00 1 3 Végll az el egyenletbl megkapjukr értekétix + y+z =

9=2x=9-y-2z=9-(-1)-3="7.
Tehat az egyenletrendszer egyetlen megoldasaaZ, y = -1, z =3 szamharmas.

Oldjuk meg a kovetkdz egyenletrendszert:

2x -22=06

+y +z=1
2x+y —z=7

3y +3z =0
20 =21 6 Adjuk hozza a masodik sef3-szorosat a negyedik sorhoz!
01 111 3 Az utolsé sorban minden ismertelen egydtthatdja O lesz,
21 1l 7 mig a jobboldalon all6 konstans tag értek8. Ez a
03 3|0 ] :I+ 0-x+0-y+0-z=-3egyenletnek felel meg, amelynek

nincs megoldasa, hiszen az egyenlet baloldale,az z

2.0 -2 6 valtozok barmely értéke esetén 0, ami nem egyezik meg a
01 1 1 jobboldallal. Ha az egyenletrendszer megoldasa soran ilye
21 -1 7 ellentmondé egyenlet adédik, akkor az egyenletrendskerne
00 0f-3 nincs megoldasa

Oldjuk meg a kovetkdz egyenletrendszert:

x -y +z=1
3x +z =3
5x =2y +3z =5

Hajtsuk végre az elemi sormiveleteket a szokott médon:

1 -1 1|1 3—3 -5 1 -1 1)1 1 -1 1|1
3 013 + I -0 3 =20 3—1 -0 3 -2]0
5 -2 3|5 + 0 3 =210 + 0O 0 00

Az utolsé egyenled-x+0-y+0-z = 0 azx, y, zismeretlenek barmely értéke esetén teljesl,
ezért az ismeretlenekre nézve semmilyen informaciot nemhdzc- semmitmondoé. Ezért ezt a
tovabbiakban figyelmen kivil hagyhatjuk. igy viszont csékégyenletiink maradt — kevesebb,

Készitette: Vajda Istvah
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mint az ismeretlenek szama. Ha az egyik ismeretlentzqlparaméternek valasztjuk, akkor
vele a masik két ismeretlen kifejezbetA masodik egyenleti y = 52 ésx=14+y—-z=

2 1 . . .
=1+ 52 -z=1- §Z’ aholz tetsdleges valos szam.
Tehat a megoldas: =1 — %z, y= %z, zeR

Ez végtelen sok megoldas, hiszehvégtelen sokféleképpen vélaszthatjuk. irjuk fel a visgte
sok megoldas kozul keit!

Pl. haz =0, akkorx=1, y=0, z=0,

haz =3, akkorx =0, y=2, z=23.

Behelyettesitéssel megigddhetiink rola, hogy ezek a megoldasok kielégitik az eredgtn-
letrendszert.

Készitette: Vajda Istvah
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1.3.2. Feladatok

1. Oldja meg a kovetkézegyenletrendszereket:

2x =3y +6z = 14
a)s x+4y —-z= 6
4x -y +2z= 8

5v +2y -6z = 2
b) {2x +4y +10z = 8
9x +10y +14z = 18

7x +2y =3z = 2
C){ 2x +4y -5z =0
17x -2y +z =5

Készitette: Vajda Istvah
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1.3.3. Megoldasok

1. aA
2x -3y +6z =14

x +4y-z= 6
4x -y +2z= 8

egyenletrendszer megoldasa Cramer-szaballyal.

Az egyenletrendszebtieterminansa

2 -3 6
D=|1 4 -1|=-70.
4 -1 2

Az y-hoz tartoz6 modositott determinans

2 14 6
D,=|1 6 -1|=-140,
4 8 2
] D, ] ; . .
igy y = — = 2. Hasonléan szamolhaté értéke: x = 1. Az utolso is-

meretlent érdemesebb gy meghatarozni, hogy az egyenlaliskelyikébe behe-
lyettesitjuk a mar meghatarozott ismeretleneket és a kaggtsmeretlenes egyen-
letbdl meghatarozzuk értékeét ¢ = 3).

Amegoldast =1, y=2,z=3.
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1. aA

2x =3y +6z = 14
x+4y —-z= 6
4x -y +2z= 8

egyenletrendszer megoldasa Gauss-modszerrel:

2 -3 6| 14] = 1 4 1| 6] =z
1 4 -1 6 :I O S 4 [P
4 -1 2| 8|k 0 5 10| —20
1 4 -1] 6 14 1| 6
0 -11 8| 2|el-(-) - |01 12| 38| =5 —
0 5 10| 20| 05 10| —20 | J-
14 -1 6 14 -1 6
01 12| 38 - |01 12 38
00 -70| -210 | |-(-%) 00 1| 3

A redukdlt egyenletrendszer leolvashaté az utolsé mditixb

x+4y—-z = 6
y—-2z = -4
z = 3

Ha az = 3-at visszahelyettesitjik a masodik egyenletbe 2-t kapunk, majc-t és
y-tvisszahelyettesitve az élegyenletber = 1 adodik.
A megoldast =1, y =2, z = 3.
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5x +2y —6z= 2
2x +4y +10z = 8
9x +10y +14z = 18

egyenletrendszer megoldasa Gauss-modszerrel:

5 2 -6 2 -1 52 —-6| 2 j+
2 4 10 8 :I 3—2 — 2 4 10| 8 2 >
9 10 14| 18 + + 00 0O

N—=

1 -6 -26| -14 :I—z 1 -6 -26| —-14
— 2 4 10 8 S — 0 8 31 18
0 0 0 0 0 0 0 0
Az utolso6 ebtti matrix harmadik sora 8- x +0-y + 0 -z = 0 egyenletnek felel meg,
ami nem hordoz informéciot, mert mindén, y,z) harmas kielégiti. Ezt az egyenletet

tehat elhagyhatjuk, igy a redukalt egyenletrendszer kgerdgttdl all. Mivel eggyel
tObb ismeretlentink van, mint egyenletiink ezért egy isrtergbaraméternek valasztunk.

. A

. 1 11 9 31
Legyen ez plz. A megoldasx = -5 + Zz, y= 1 §Z’ ze R
7x +2y -3z =2
2x +4y =5z =0

17x -2y +z =15
egyenletrendszer megoldasa Gauss-modszerrel:
A redukalt egyenletrendszer

1 -10 12| 2
0 24 -29|-4|,
0 0 0 1

az utolso egyenlet teh@t x + 0- y + 0 - z = 1, ami nem teljesiilhet semmilydn, y, z)
harmas esetén.

Az egyenletrendszernekncs megoldasa

Készitette: Vajda Istvah
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1.4. \ektorok

1.4.1. Fogalmak, tételek

e A tér iranyitott szakaszaitektoroknaknevezzik. Egy vek-
tort akkor tekintlink adottna, ha ismerjik a nagysagat ¢s az
iranyat.

Jeldlés: Felirhatjuk a vektort a kez@s végpontja segitségévé’l_é vagy jelolhetjuk egy
kisbetiivel is. Az utébbi esetben a vektort jéldletiit irdsban alahtzzuk, nyomtatasban vastagon
szedjuk:v vagyv.

e Két vektoregyenb, ha nagysaguk (hosszuk) is és iranyuk is
megegyezik.

Példa: AzZABCD paralelogrammaﬁB esDC oldalvektorai megegyeznek, mert nagysaguk
és iranyuk is egyedl Irhatjuk tehat, hogy}B = DC. Az AB ésCD vektorok azonban nem
egyeznek meg, mert iranyuk nem egyezik meg (hanem eIIesr)IéITehamB +CD

D C D C

A B A B

e A vektor hosszat aektor abszollt értekénag nevezzik.

JellésiPQl, p, I

A vektor abszolut értéke csak nemnegativ (val6s) szam.lehet

e Azt a vektort, amelynek abszolut értéke i,llvektorna
nevezzUik. Ennek iranya tefsieges, ezét pl. minden mas
vektorral parhuzamos, de minden mas vektorradiege
IS.

Jelolés, illetve 0. (Kulonbozik a0 szamtol!).
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e Ha egy vektor abszolut értéke, akor egységvektornTk
nevezzuk.

Megjegyzés: Mid vektor csak egy van, addig egységvektor végtelen sok.

e Két vektor 0sszegéregy harmadik vektort értiink, ame-
lyet meghatarozhatunk paralelogramma-modszer, vagy 6sz-
szeflizés (haromszog-modszer, sokszdg-modszer) )Isegl't-
ségeével.

a+b

a
Megjegyzés: Parhuzamos vektorok 6sszegzese esetén csazaflizés modszerét alkalmazhatjuk.

e A vektorosszeadas kommutativ és asszociativ (a szamok
0sszeadasahoz hasonléan), azaz

Ya,besettm+b=b +a
Ya,b,cesetéia+b)+c=a+ (b + ).

e Az aésb vektoroka — b kilonbségémzt ac vektort értjik
amelyreb + ¢ = a.

Megjegyzesek:

e Két vektor kulonbséget megkaphatjuk Ugy, hogy kozos &pedtba toljukdket, mert
ekkor a kulonbségvektor a végpontjaikat 6sszék@éktor lesz, a kisebbitebdelé iranyit-

va.

e A vektorok 6sszeadasa, illetve kivonasa soran az eredns@theg &0 is lehet.

Készitette: Vajda Istvah
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e Barmelya vektor esetéa +0=aésa—-0=a.

e Egya vektor ésegy A szam szorzatagy vektor, amelynT
hosszdAal = |A] - |a|, parhuzamoa-val ésA > 0 eseté
egyiranyu,\ < 0 esetén ellentétes iranyaval.

e A \ektorok szammal valé6 szorzasara eérvényesek
kovetked miveleti szabalyok:

VA, uVaeseténm (ua) = (Au)a  (kvazi asszociativ)
YAVa,besetém (a+b) = Aa+ Ab (disztributiv)
VA, uVaesetén(A + u)a = Aa+pa (kvazidisztributiv)

Példak:
2-(3a) = 6a
5-(u+v)=5u+b5v
2+7)w=9w

Készitette: Vajda Istvah
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A térben valo eligazodashoz leggyakrabban an. Descagtesdordinatarendszert hasznalunk.
Ennek kezdpontja a koordinatatengelyek kozos pontja (origo), a¢rek paronként métege-
sek egymasra. A tovabbiakban tegyik fel, hogyraz €sz tengely ebben a sorrendben job-
brendszert alkot.z(pozitiv oldala febl ranézve azy sikra azc-tengelyt pozitiv, azaz 6ramutato
jarasaval ellentétes30°-nal kisebb forgas viszi ag tengelybe.)

Mindharom tengelyen felvesziink egy a tengely pozitiv iBlreymutato egységvektoit §, k),
melyeket bazisvektornak nevezink.

z

e A tér barmelyv vektora egyértelmien feirhatd a bazisvek-
torok linearis kombinaciojakent, azaz= xi + yj + zk alak-
ban, aholk, vy, z valos szamok.

Megjegyzeés: Az egyértelm felirhatésag két dolgot jelent
e Mindenv vektorhoz talalhato olyam, y, z szamharmas, amelyke= xi + yj + zk

e Mindenv vektorhoz pontosan egy ilyen harmas talalhaté, telm&m irhat6 fel tobbfélekép-
pen az, j, k vektorok linearis kombinacitjaként.

e A vvektorv = xi+yj+zk linearis kombinaciojaban szeréypl
x, Y, z Szamokat a vektorkoordinatainaknevezzuik.

Példa: Hav = 2i — 3j + k, akkorv(2,-3,1), azazv el®5 koordinataja2, masodik ko-
ordinatdja—3, harmadik koordinataja.

Megjegyzés: Az els koordinatara hasznalatos akszcissza masodikra aordinata a
harmadikra &otaelnevezés is.

e Keét vektor dsszegének koordinatai az eredeti vektprok
megfeleb koordinatainak 6sszegével egy&nl
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Példa: Haa(2,7,-3),b(4,-1,5), ésc = a + b, akkorc(6, 6, 2).

e Két vektor kuldnbségének koordinatai az eredeti vektbrok
megfeleb koordinatainak kilénbségével egyékl

Példa: Haa(4,1,-3),b(5,-1,6), ésc = a — b, akkorc(—1, 2, -9).

e Ha egy vektort egyl szammal szorzunk, akkor az igy kagott
vektor minden koordinataja a eredeti vektor megfeleb-
ordinatajanakl-szorosa lesz.

Példa: Haa(3,1, —5) ésb = 4a, akkorb(12, 4, —20).

e Tekintsiik azAB vektort, melyneﬁ(ezﬁbontjaA(al,az, as),
végpontjaB(by, by, bs). EKkor azAB vektor koordinatai &
és A pont megfeldgd koordinatainak kildnbségével egyen-
|6k, azaz@) (bl —a, bz —ay, b3 — a3).

Példa: HaA(2,1,-2) ésB(4, -5, 1), akkorAB (2, -6, 3).

Megjegyzés: Figyeljik meg, hogy a végpont koordinataitedl & kezdpont koordinatait
levonni!

Készitette: Vajda Istvah
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1.4.2. Feladatok
Abszollt érték, linearis kombinacié

1. Szamitsa ki a kovetkézektorok abszolutértékét:

a) a(2,1,2)
b) b4,1,8)
c) c(6,1,18)
d) d(2,3,6)
2. Adottak aza(2,9,-7) és ab(-3,0, 6) vektorok. Szamitsa ki a kbvetk@xektorok ko-
ordinatait:
a) 3a+2b
b) —a+3b
c) —2a->5b
d) 7a+ %b

3. Parhuzamosak-e az alabbi vektorparok?

a) a(2,9,-7), b(12,-8,6)
b) ¢(3,-4,2), d(9,-12,6)
c) u(-1,53), v(3, -2 -3
4. irja fel a megadott vektor iranyaba mutat6 egységvektort
a) a4,3,12)

b) b(-4,6,12)
¢) ¢(8,-2,16)

5. irjafel azA és aB pontokat 6sszekBtAB vektort és szamitsa ki a hosszat:
a) A(11,-4,7), B(17,-2,10)
b) A(ll 6/ _9)1 B(_3/ 8/ _5)
c) A(-1,5,-4), B(2,-11,9)
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Skalaris és vektorialis szorzat

1. Adott azABC haromsz0g. Szamitsa ki a haromszog oldalait, kertiletetteges.

a) A(3,0,4), B(5,-9,7), (C(-1,4,3)
b) A(-3,1,4), B(2,7,-3), C(-2,0,0)
c) A(5,2,2), B(,7,-3), (C(-2,0,0)
2. Szamitsa ki a kovetkézektorok skalaris és vektoridlis szorzatéat:
a) a4,1,-1), b(7,4,3)
b) a(-3,2,1), b(-5,-2,4)
c) a(4,5,1), b(5,-2,-10)

3. Véalassza meg a hianyzo6 koordinatat ugy, hogy a két vekeddlages, illetve parhuzamos
legyen egymassal:
a) a(4,-3,6) b(x,1,3)
b) a(-8,12,x), b(4,-6,5)
c) a(x,-2,8), b(-6,y,9)

4. Szamitsa ki az ABC haromszdg tertiletét:

a) A6,-3,4), B(-2,0,4), C(3,6,4)
b) A1,1,1), B(2,-3,5), C40,3)
c) A2,-1,1), B(@3,0,7), (C(11,2,-3)
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1.4.3. Megoldasok

Abszollt érték, linearis kombinacié

1. a)laj= VvV22+12+22=3

b) [b| =9
¢) lel = 19
d) df =7

2. a)3a+2b=27j-9k
b) —a+3b = -11i — 9j + 25k
C) —2a—5b =i-18j - 16k
3 19, )
d) 7a+Eb = 71+63] — 40k
3. a)a}f b, mertnincs olyan alkalmas szam szorzd, amellyeinegszorozva-t kapjuk.
12 8
(PI. > # —§).
b) ¢ || d, mertd = 3c.

3
C) ull v, mertv = _A_Lv'

4 a)e—i—i:e(iig)
" la ~ 13 "\13'13’13
236
b) e (=5 7'5)
C)e(é_1§)
\9’ 9’9

5. a)AB(6,2,3), |AB=7
b) AB(-4,2,-14), |AB| =66 ~ 14,7
c) AB(3,-16,13), |AB|= V434 ~ 20,8
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Skalaris és vektorialis szorzat
1. a)AB(2,-9,3), AB=|AB|= V94, BC= V221, AC = V33,
k= V94 + V221 + V33~ 30,3
cosa = iBA_C, =— 47 ~ —0,8439 =
|AB| - |AC| V94 - /33
= a ~ 147,55°, p~11,97°, y=2048°

b) AB= V110, BC = V74, CA= V18, k= V110+ V74 + V18 ~ 23,33
a~52,64°, B~2308, y~104,28°

c) AB= V38, BC= V74, CA= V78, k= V38+ V74+ \V78~23,6
ax6731°, B~71,9°, y~41,39°

2. a)ab=4-7+1-4+(-1)-3=29

ij k
1 -1, |4 -1|. |4 1|, _ .. .
axb = A;i—; —‘4 3 1—‘7 31ty 4‘k—71—19]+9k

axb(7,-19,9)
b)ab=15  axb(10,7,16)
c)ab=0  axb(—48,45, -33)

3. a) aésb akkor és csak akkor m&leges egymasra, ha skaléris szorzatuk 0, azaz:
1
4x -3+ 18 =0, tehatx = _ZS'

. . -3 6 . .
A két vektor nem lehet parhuzamos, melﬂ * 3 azaz nincs olyan szam, amellyel
b-t megszorozva-t kapnank.

b) aLb akkor és csak akkor, ha= 20%.
A két vektor parhuzamos, ha= —-10.

c) Akétvektor mebleges, ha ag = 36 — 3x 0sszefliggés teljesul. (Tehat végtelen sok
esetben, mert pk értékét tetszés szerint valasztva, ahhoz kiszamithat@éete®

V) 48 9
al| b, hax = -5 ésy = ~1
4. a) AB(-8,3,0), AC(=3,9,0), ABxAC=-63k, T= 'A—)B;—A_é' =31,5
b) AB(1,-4,4), AC@3,-1,2), ABxAC=-4i+10j+11k, T= \/2_7 ~7,7
c) AB(1,1,6), AC(9,3,-4), ABxAC = -22i+58j—6k, T = V3884 31,16

2
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1.5. Egyenes és sik

1.5.1. Fogalmak, tételek

e Az e egyenessel parhuzamdstol kulonbdd vektort e
irAnyvektoranakevezziik.

Megjegyzések:
e Minden egyenesnek végtelen sok iranyvektora van.

e Parhuzamos egyenesek irAnyvektorai megegyeznek.

e Har, aze egyenes egy, pontjanak helyvektora és aze
iranyvektora, akkor az

r(t) =rg+tv (t € R)

egyenletet aze egyenesparaméteres vektoregyenletepek
nevezzuk.

O

Megjegyzések:

e Hat végigfut a valds szamok halmazan akkor minden értékéhemelyektor tartozik,
amely az egyenes egy pontjanak helyvektora.

e A t paraméter kulonbdzértékeihez kilonbder vektorok tartoznak.

e Az e egyenes barmely pontjanak helyvektordadlt alkalmas megvalasztasaval.
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Példa: HaPy(2,3,1) aze egyenes egy pontja %5, —2,7) az egyenes egyik iranyvektora,
akkore paraméteres vektoregyenlete:

r=02+5)i+(B3-20)j+(1+7Hk

e HaPy(xo, vo,20) aze egyenes egy, pontja ésv (vq, v, v3)
aze iranyvektora, akkor az

X = Xog+01t
Y= Yo+0at (t € R)
Z = 2zg 403t

egyenletrendszert azegyeneparameteres egyenletrendsz-
eréneknevezzik.

Megjegyzés: A paraméteres egyenletrendszer ugyanaztsaeftiggést fejezi ki, mint a
paraméteres vektoregyenlet.

Példa: Ha &, (2,1,4) pont rajta van az egyenesen ésw(3, —1, —2) vektor parhuzamos
e-vel, akkore patraméteres egyenletrendszere:

x=2+3t
y=1-t (t € R)

z=4 -2t

o HaPy(xo, yo,20) aze egyenes egy, pontja ésv (v, va, v3)
aze iranyvektora, ahol,, v,, v; egyike sem 0, akkor az
X—Xy Y—Yo zZ—2o
01 (%)) 03

egyenletrendszert azegyenes (paraméetermentesjyenle
trendszerénekevezzik.

Példa: Ha &, (2,1,4) pont rajta van az egyenesen ésw(3, —1, —2) vektor parhuzamos
e-vel, akkore egyenletrendszere:
x-2 y-1 z-4
3 -1 =2
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Megjegyzesek:

e Haz egyenes paraméteres egyenletrendsakkidiiszoboljuk a paramétert, akkor megkapjuk
a paramétermentes egyenletrendszert.

e Ha az irAnyvektor valamelyik koordinataja 0, akkor az eggeagyenletrendszere mas
form@ja, de akkor is megkaphaz6 a paraméteres egyenlsieril ¢ kikiiszobolésével.

Példa: Ha &P, (2,1,4) pont rajta van az egyenesen éswa(3,0, —2) vektor parhuzamos
e-vel, akkore egyenletrendszere:

e Az S sikra meblegesO-tol kilonbd vektort azs sik nor-
malvektoranakevezzik.

Megjegyzeések:
e Egy siknak végtelen sok normalvektora van.

e Parhuzamos sikok normalvektorai megegyeznek.

e Haryaz$ sik egyP, pontjanak helyvektora as az S nor-
malvektora, akkor az

n(r—ry) =0

egyenletet a5 sik vektoregyenleténehevezzik.

S
P

T r

O
Megjegyzeés: Az egyenletet azért nevezzik a sik vektordgierek, mert a sik minden pontja-
nak helyvektora kielégiti, mig mas pontok egyike sem.
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e HaPy(xo, yo,20) az$ sik egy pontja éa (A, B,C) az$ nor-
malvektora, akkor az

Ax—x0)+B(y—1y)+C(z—29) =0

egyenletet a5 sik egyenleténekevezziik.

Megjegyzés: Ez az egyenlet ekvivalens a sik vektoregy@raét
Példa: HaP, (4, —1,-2) az$S sik egy pontjan (2, 3,5) S egy normalvektora, akkor

2x-4)+3(y+1)+5(@z+2)=0

a sik egyenlete.
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1.5.2. Feladatok

1. irja fel az egyenes vektoregyenletét, paraméteres égjyendszerét és paramétermentes
egyenletrendszerét, ha adott egy pontja €s egy irany\gektor
a) P(2,0,7), v(-1,2,2)
b) P(-3,-4,9), v(3,-2,0)
c) P0,0,0), wv(2,-6,1)
2. irja fel az egyenes vektoregyenletét, paraméteres &gyemdszerét és paramétermentes
egyenletrendszerét, ha adott két pontja:
a) P1(3/ 6/ _2)1 PZ(_ll 0/4)
b) Pl(_7/ 3/ 5)1 PZ(_ZI 0/ 6)
C) P1(9/ 11/ _4)1 P2(8/ _5/ 3)

3. Parhuzamosak-e, illetve nédegesek-e a kovetkézgyenesek:

x = 2+6t x = —4-3t
a)e: y = —8+8t f: y = —4t

z = —=1-10t z 2 + 5t

x = —-1+2¢t x = 110-3t
b) e: y = 6-—4t f: y = 7-—4t

z = 33—t z = 32+ 10t

4. Irja fel aP(2,5,-3) pontra illeszked, azx = 2 — t, y = —6 + 2t, z = 3 — 3t egyenesre
meibleges sik egyenletét!

5. Adott azABC haromsz6gA(7, —4,2), B(2,2,1), C(5, -2, 4). irja fel a sikjanak az egyen-
letét és azAB oldal feledmeBlegesének paraméteres egyenletrendszerét!
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1.5.3. Megoldasok
1. a)r=2i+7k—-t+2tj+2tk,

x = 2—t
y o= 2t 2—x:%:Z;7
z = 7+2t
b) r = -3i —4j + 9k + 3t — 24j,
x = -3+3t
+4
y = —4-2t x;3=—y2 . z=9
z = 9
C) r = 2ti — 6tj + tk,
X 2t
y -6t g:—%:z
z t

2. a)v(2,3,-3),  r=3i+6j—2k+2t+3t - 3tk,

) o x=3 y-6_ z+2
z = —2-3t 2 3 3
b) v(5,-3,1), r = —7i + 3j + 5k + 5ti — 3tj + tk,
x = —-7+5t
-3
y = 3-3t x—5|—7:_y3 =z-5
z = 5+t

c) v(1,16,—7),  r=9i+11j— 4k + i + 16 — 7tk,

X = 9+t

~11
y = 11+16t x_9:y16 =—Z;4
z = —4-7t

3. a)ell f mertv,(6,8,-10) ésv((-3,—4,5), tehat az iranyvektorok parhuzamosak, mert
Ve = —2vy.

b) eLf mertv,v; =0, azazv, Lvy.

4. A sik normalvektora megegyezik a megadott egyenes igkgvaval, azan(-1, 2, —3),
asik egyenletex +2y -3z =(-1)-2+2-5+(=3)-(-3) = 17.

5. A haromszdg sikjanak egy normalvektorampk %Zﬁ xAC =7i+6j +k,
a sik egyenleteZx + 6y + z = 27.
Az AB szakasz feldpontjaF (g, -1, g) feledmelBlegesének iranyvektora nideges
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az AB vektorra és a sik normalvektorara is, igy pl.= %@ X n(6,-1,-36). Az AB

szakasz feldimeBlegesének paraméteres egyenletrendszere:

Készitette: Vajda Istvah
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2. Fuggvenyek

2.1. Elméleti 6sszefoglald

e Ha az f fiilggvény azA halmaz minden eleméhez h¢z-
zarendeli aB halmaz pontosan egy elemét, de Azhal-
mazon kivili elemekhez nem rendel semmit, akKet az
f fuggvényértelmezési tartomanyanalevezzik, é-fel
jeloljuk. A B halmaz azon elemeinek halmazat, amejyek
eloallnak kepként (amelyeket agz fliggveny hozzarendgl
Dy legalabb egy eleméhez) #zZluggvényértekkészleténgk
nevezzik éx -fel jeloljuk.

Megjegyzések:

e A flggvényt gyakran az értelmezési tartomanyaval egyijttkacheg. Ha az értelmezési
tartomanyt nem adtuk meg akkor a val6s szamoknak azt @Vediy részhalmazat tek-
intjuk értelmezési tartomanynak, amelynek elemeihez sadhetjhozzarendelési szabaly
segitsegeével értéket tudunk rendelni.

¢ A B halmaz tehat nem feltétlenll egyezik meg az értékkéstieliar az is éfordulhat —
mert lehetnelB-nek olyan elemei, amelyek nem éallnak &épként. Mindenképpen igaz
viszont azR; C B Gsszefliggeés.

Készitette: Vajda Istvah
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Példak:
Az f: [-1,2] - R, f(x) =1 - x fuggveny értelmezeési tartomanyd-al, 2] interval-
lum, mert ez szerepel a figgvény megadasaban. (Bar a hodedési szabaly alkamas lenne

arra, hogy ezen intervallumon kivili elemet, pl. 5-6t bghtksitsiink.) Ugyanezt a fliggvényt
megadhatjuk a kovetkékeéppenisif: Dy =[-1,2], f(x)=1-x.

A figgveny grafikonjarol leolvashato, hogyertékkészlete ugyancsalf-al, 2] intervallum.

A g(x) = V1 —x flggvény értelmezési tartomanyd-aco, 1] halmaz (amelybe az < 1
szamok tartoznak), mert negativ szambadl nem tudunk gyakdnivpontosabban majd tudni
fogunk, de az eredmény nem valds szam lesz). Figyeljik maegy Bz a lehét leglbvebb
halmaz amit valaszthattunk, mert minden olyaszam benne van, amelyte- x = 0.

A ¢ fuggvény értekkeészlete a nemnegativ valés szamok halraazaR, = [0, oo[.
y

2__
Ry

graf/1 —x
Dy \\ .
S e e — !

1 2

Definicid
Az f: Dy — IR flggvényzerushelyérolyanx € D; szamot
érttink, amelyref (x) = 0.

Megjegyzések:

e Egy fliggvénynek lehet tobb — esetleg végtelen sok — zéysieelde az az is éfordul-
hat, hogy nincs zérushelye.

e A zerushelye(ke)t a figgvénygrafikonon a fliggvénygarbengellyel valé metszéspon-
tja(i) szemléltetik.
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Példak:

Az f(x) = 2x — 6 fliggvénynek egyetlen zérushelyexaz 3, mertf(3) =2-3 -6 =0¢és
f helyettesitési értéke minden mas helyen 0-t6l kiloob&myeljik meg, hogy a zérushely az
f(x) =0, azaz2x — 6 = 0 egyenlet megoldasa.

Ag: [-2,2] > R, g(x)=2x-6flggvenynek nincs zérushelye, merta 3 azgg@ = 0
egyenlet megoldasa nem egilértelmezési tartomanyaba.

-10+ -10+

A h(x) = sin x figgvénynek végtelen sok zérushelye van, mégpedigaknt k € Z szamok.
(Tehat..., =37, —2n, —mt, 0, 7, 27, 37, ...).

1+ graf sinz

A k(x) = x* — 3x + 2 fuggvénynek két zérushelye van: az= 1 és azx = 2. (Ezek az
x? — 3x + 2 = 0 egyenlet megoldasai.)

\

Y

Készitette: Vajda Istvah
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Definicio
Az f: D — R fuggvenyparos haVx € D, eseten
(—x) € Dy is teljesul esf(—x) = f(x).

Definicio
Az f: Dy — R fuggvenyparatlan haVx € D, esetéen—x) €
Dy is teljesul ésf(—x) = —f(x).

Megjegyzések:

e AVx € Dy jeldlés azt jelenti, hogy az allitas minden olyaszamra teljesul, amely benne
van azf fuggveny értelmezési tartomanyaban.

e A paros fuggvenyek grafikonja tengelyesen szimmetrikug-tengelyre, a paratlan fug-
gvények grafikonja pedig kbzéppontosan szimmetrikus agoai

Példak:Azf(x) = x* fuggvény paros, mert a valés szamok halmazan értelmez¥tt &sD;
esetérn(—x)? = x2.

Ag: [-1,2] o R, g(x) = x*fuggvény nem paros, mete D,,de-2 ¢ D,. Ugyanezert
g nem lehet paratlan sem.

Az x — x" flggvény paros ha paros egész szam, és paratlanghmiratlan egész szam.

A h(x) = e* fuggvény nem paros és nem is paratlan, mertifl) = e ~ 2,72 ésh(-1) =
el = % ~ 0,368. Tehat &(1) nem egyezik meg&(—1)-gyel, de nem is ellentettjei egymasnak.

Ak: [—g,g] — R, k(x) = sinx figgveny paratlan, mektx € D, esetén(—x) € Dy is

teljestl éssin(—x) = —sinx.

Az x — cos x fliggveny paros, az — tg x ésx — ctg x fliggveények viszont paratlanok.

Definicio

Az f: Dy — IR flggvényperiodikus hadp € R", amelyre
Vx € Dy esetén(x + p) € Dy is teljestl ésf(x +p) = f(x). Ap
szamot azf fuggvényperidodusanakevezzuik.

Megjegyzesek:

e A dp € R* jeldlés azt jelenti, hogy létezik (van olyappozitiv szam amelyre az allitas
teljesdl.

e Ha egyp szam periodusa egy figgvenynek, akkoiVn € Z* eseténip is periddusa
f-nek.
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Példak:
Az f(x) = sinx figgveny periodikus, legkisebb pozitiv period®sa Tovabbi periddusai
4r, 611, .. ..

Az f(x) = tgx fliggveny periodikus, legkisebb pozitiv periodusa

Az f(x) = x* — 4x + 3 fuggvény nem periodikus. Ez szemmel lathaté pl. a grafikdhja
de igazolhatjuk ugy is, hogy pontosan két zérushelye van { ésx = 3), tehat nem talalhaté
olyanp pozitiv szam amelyr¢(3) = f(3 + p) teljestlne.

Definicid

Az f: Df — R (Df € R) figgvenyfelllrdl korlatos ha
K € R, amelyre teljestl, hogyx € D¢ eseténf (x) < K.
A K szamot azf figgvény egyfelsd korlatjanaknevezzuk.

Definicio

Az f: Df — R (Ds € R) fuggvenyalulrol korlatos ha
dk € R, amelyre teljesll, hogyx € D eseteryf (x) > k.
A k szamot azf fuggveny egyalso korlatjanakievezzuk.

Definicié
Az f: Dy —» R (Dy € R) figgvénykorlatos ha alulrol is és
felUlrdl is korlatos.

Megjegyzesek:

e Ha azf fiiggvénynek egK € R szam fel§ korlatja, akkor mindeik-nal nagyobb valos

szam is fel§ korlatja.
Hasonléan, h& € R also korlatja ag fliggvenynek, akkog-nek mindenk-nal kisebb
valOs szam is alsoé korlatja.

e Ha azf fliggvenynek van fetskorlatja, akkor van legkisebb félkorlatja is, azaz van a
felsd korlatai kozott egy legkisebb.
Hasonléan, ha g figgvény alulrol korlatos, akkor van legnagyobb alsé kgala

Példak:
e Az f(x) = 2x — 6 fuggvény sem alulrdl, sem fel@nem korlatos.

o Ak(x) = x>*—3x+2 fuggvény alulrél korlatos, de felidt nem korlatos (igy nem korlatos).
Also korlatja pl. a-1, -2, stb. A legnagyobb alsé korlét}a% = -0, 25.
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e Az f(x) = sinx fliggvény korlatos. Legnagyobb als6 korlatja-&, legkisebb felé
korlatjal.

Definicid
Az f: Dy —» R (Df € R) figgvénymonoton névekea ha
Vx1, X, eseténe < x; = f(x1) < f(x).

Megjegyzések:

e f: Df —» R (Df € R) azt jelenti, hogy azf flggveny értelmezesi tartomanya is és
ertékkeészlete is a valés szamok valamilyen részhalmazan (ltétlentl valodi részhal-
maza, barmelyik lehet egyéhis a valés szamok halmazéaval.)

e A fliggvény tehat monoton névek@&cha az értelmezési tartomany két kilonbéremét
véve, azok kozil a nagyobbikhoz legalabb akkora fiiggvédélgédartozik, mint a kiseb-
bikhez.

Monoton névekedd fiiggvény grafikonja

Definicio
Az f: D - R (Dy € IR) fliggvény szigortan monotoi
noveked, haVxi, x; esetén < x; = f(x1) < f (x2).

Megjegyzések:

e Tehat a szigorian monoton névekdidggvény értelmezési tartomanyanak két klorib 6z
eleméhez nem tartozhat ugyanaz a figgvényértek.

e A szigorian monoton ndvekédiggvény mindig monoton ndvekéds, azonban a mono-
ton noveked fliggvény nem biztos, hogy szigorian monoton névéked
Masképpen fogalmazva a szigortan monoton novékiggigvények a monoton névekéd
fluggvények valodi részhalmazat képezik.
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Monoton névekedé fiiggvények

Szigoruan monoton névekedd fliggvények

Definicié
Az f: Df —» R (Df € R) fliggvénymonoton csokked ha
Vxq1, X, eseténe < x; = f(x1) > f(x0).

Definicié
Az f: D —» R (Df € IR) fliggvény szigoruan monotoi
csokkerd, haVxg, x; eseten < x; = f(x1) > f (x2).

Megjegyzés: A monoton csokkériiiggvények halmazanak valodi részhalmaza a szigordan
monoton csokkemfiggvények halmaza. Példak:

e Az f(x) = 2x — 1 fuggveény szigorian monoton néveke(igy monoton noveketis).

o Az elbjelfuiggvényt (szignum figgvény) a kovetkag@ppen definialjuk:

1 ha x>0
sgn(x)=¢ 0 ha x=0
-1 ha x<0
Y
1o
graf sgn
T T T : ‘ T T T T x
-4 -3 2 -1 1 2 3 4
o —1

Az el6jelfiggvény monoton névekégdde nem szigordan monoton néveéed

e Az f(x) = x* fuggvény nem monoton, mery < x, eseténf (x;) és f (x,) barmilyen
relacidban lehet egymassal:
1<2és1? <22
-3 < =26s(-3)* > (=2)
—2 < 26s(=2)* =22
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A g: [0,0] > R, g(x) = x* figgvény szigoran monoton noveked (Két nem-
negativ szam kozul a nagyobbiknak a négyzete is nagyobb.)

1
Az f (x) = . figgvény nem monoton:

1
2 AS— > —
<3es2 31 1
— —4és—— > _"Z
5< esSj 1
-1<2és-1< =

(Az elsh két sor alapjan még gondolhatnank, hogy a fliggvény (szaggrmonoton
csokkerd, de a harmadik sor ezt kizéarja.)

e Ag:]0,00fl > R, g = . flggveény szigorian monoton csokke(iehat monoton

csokkerd is), mert két pozitiv szam kozll a nagyobbik reciproka alis

Definicio
Legyenf: Dy — R (D C R) figgveny ésd C Dy, aholl
egy intervallum. Azf fliggvenykonvexaz! intervallumon, he

Ya,

x,besetem <x<b= f(x) <

b) —
f(lz_i:(a)(x—a)+f(a).

Megjegyzes: A konvexitas szemléletes jelentése, hogyldseéva azl intervallum két
tetsdleges pontjata b € I), az fuggvénygrafikon ezekhez tartozé pontjdt(d, f (a)) és
Q (b, f (b))) bsszekotve egy olyan hurt kapunk, ami egyetlen helyerssingliggvénygrafikon

alatt”.
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Definicid
Legyenf: Dy — R (Df C R) fuggveny éd C Dy, aholl egy
intervallum. Az f flggvenyszigortuan konvexaz I intervallu-

mon, ha
f(b) f( a)

Va,x,besetéem <x <b= f(x) <

(x —a) + f (a).

Megjegyzés: Itt az élzd megjegyzésben szeréphir pontjai — a végpontokat kivéve — a
~fuggvénygrafikon felett” vannak.

Y

Definicid
Legyenf: Dy —» R (D € R) figgvény éd C Dy, aholI
egy intervallum. Azf fuggvénykonkavaz!I intervallumon, he

FOF@ (.,

Va,x,besetém <x <b= f(x) >

Definicid
Legyenf: Dy — R (Df C R) fuggveny éd C Dy, aholl egy
intervallum. Az f fuggvényszigortan konkawaz I intervallu-

mon, ha
f(b) f( a)

Va,x,besetéem <x <b= f(x) >

(x —a) + f (a).
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Példak:

Az f (x) = x* fuggvény szigortan konvex (tehat konvex is).

A ¢ (x) = —x? fuggvény szigortian konkav (tehat konkav is).

A h(x) = |x| fuggvény konvex, de nem szigortian konvex.

A k(x) = sinx fuggvény se nem konvex, se nem konkév. Van azonban olyarvaite
lum ahol konvex, illetve konkav: pl. B, rt] intervallumon szigorian konkav,[a, 27t]
intervallumon szigortuan konvex.

Az [ (x) = 2x — 3 fuggvény egyszerre konvex is konkav is (de nem szigoruan).

Definicio

Az xj valos szamot aZ: Dy — R (Dy € RR) flggvény(ab-
szolut) maximum helgnek nevezzik, hay € Dy ésV¥x € Dy
eseténf (x) < f (xop).

Ebben az esetben ag helyen felvettf (xo) flggvényéertéket az
f fuggveny(abszolat) maximum ért&hek nevezzik.

Megjegyzések:
¢ Nem minden figgvénynek van maximum helye (és maximum éxtéke

e Egy flggvénynek tobb maximum helye is lehet, de legfeljebtalszolit) maximum
ertéke.

Definicid

Az xy valés szamot aZ: Dy — R (Df € R) fuggveny(ab-
szolut) minimum helgnek nevezzik, hay € Dy és¥Yx € Dy
eseténf (x) > f (xop).

Ebben az esetben ag helyen felvettf (xo) flggvényértéket az
f fuggvény(abszolat) minimum értének nevezzik.

Megjegyzés: A maximum- és minimum helyet k6z6s névariHeértékhelypek, a maximum-
€s minimum értékeket pedazélHértélnek nevezzik.
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Példak:
e Az f(x) = —x + 5 figgvenynek nincs szélgrtéke. (Tehat szé&srtékhelye sincs.)

e A ¢(x) = x? fuggvénynek az, = 0 hely minimumbhelye,
és az itt felvetty (xo) = ¢ (0) = 0 a minimum értéke.
Maximuma nincs.

e Ah(x) = flggvénynek az, = 0 hely a maximumhelye,

x2+1
maximum értéke pedify (x;) =
Minimuma nincs.

P+l

e A k(x) = sinx fuggvénynek végtelen sok maximumhelye van. Ezeken a hetyklet
vesz fel, tehat maximum értéke

A maximumhelyeketg + 2knt  (k € Z) alakban tudjuk megadni. A paraméter tet-

sleges egész szam lehet, ezeket a képletbe helyettesiteakémt kaphatjuk meg a
maximumhelyeket.

Pl. hak = 0-t helyettesitunk, akkor% maximumhelyet kapjuk.

57

>

A —3771 maximumbhely & = —1 helyettesitéssel kaphat§:+2-(—1)~n = g—Zn = —3771.

_________________ I

! N\t sin /T';

\/ o N \./ o
- / .

Hak = 1-et, akkor a kovetkgzmaximumbhely adédik% + 21 =

)

-1 &

2

o] 3

A k (x) = sin x flggvénynek végtelen sok minimumhelye van. EzekegaIern (lez)

képlettel lehet megadni.
A minimumérték—1.

Megjegyzés: Ha egy valés-valds fliggvénynek van abszolitrmana, akkor feltldl korlatos
és az abszolat maximum értéke egyben a legkisebb keldatja is.

Hasonldéan ha egy valds-valds fliggvénynek van abszolUinmuimia, akkor alulrél korlatos és
az abszolat minimum értéke egyben a legnagyobb alsé kaikatj

Nem szabad azonban a korlatossag és a@ék fogalmat 6sszekeverni. Gyakraafetdul
ugyanis, hogy egy fliggvény feldly, illetve alulrdl korlatos, mégsincs maximuma, illetvénm
imuma.

Példa erre a fenth (x) =
mégsincs minimuma.

2 fuggvény, amely alulrél korlatos (also korlatja pl. a 0),
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Definicio
Legyenxy € R ésr € R*. Az Jxg — 1, xo + r[ nyilt intervallumot
azxy Sszamr sugarikornyezeének nevezzuk.

O L O
~

T T ~
0 x2o—1r %0 mo+T

Megjegyzés:IR*-szal a pozitiv valos szamok halmazat jeloltuk, tehabzitiv valos szamot
jelol.

Definicio

Az xq valés szamot aZ: Dy — R (D C RR) fuggvenylokalis
maximum helgnek nevezzik, ha

Jdr € RY, amelyre]xo —r,xo + [ € Dy €s
Vx € Jxg — 1, x0 + [ eseténf (x) < f (xo)

Ebben az esetben ag helyen felvettf (xo) flggvényéertéket az
f fuggvénylokalis maximum erté&nek nevezzuk.

Példa: Azf (x) = |x* — 4| fiiggvénynekr = 0-ban lokalis maximuma van, ami nem abszoltt
maximuma a fliggvénynek.
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Definicio
Az xq valés szamot aZ: Dy — R (D C RR) fuggvenylokalis
minimum hel\ének nevezzik, ha

dr € RY, amelyre]xo —r,xo + [ € Dy €s
Vx € Jxg — 1, x0 + r[ eseténf (x) > f (xo)

Ebben az esetben ag helyen felvettf (xo) flggvényértéket az
f fuggveénylokalis minimum ertéknek nevezzuk.

Definicio

Az xq valos szamotaZ: Dy — R (D C RR) fuggvényinflexios
helyének nevezzik, hdr € R*, amelyre]xo — 7, xo + r[ € Dy
ésf az]xg —r,xo] és[xo, xo + [ intervallumok kézll az egyik-
ben konvex, masikban konkav.

Példa: Azf(x) = sinx fuggvény inflexios helyei az = kn k € Z szamok. (Tehat
végtelen sok inflexiés helye van.)
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2.1.1. Avalos-valos fliggvények folytonossaga

Definicio

Az f: Dy —» R (Df € R) fuggvényfolytonos azx, helyen
haVe € R* szadmhozdd € IR* szam amelyre teljesul, hogy
lxo —6,x0 + 6[ € Dy €s

halx — xo| < 8, akkor|f (x) — f (xo)| < e.

Megjegyzések:

e A definiciobdl kovetkezik, hogy ha a fuggvény folytonasban, akkor értelmezett is
xo-ban, $t értelmezetk, egy kdrnyezetében is.

e Akarmilyen kis ) pozitiv szamot adunk meg, hfafolytonosx,-ban, akkor megadhato
xo-nak egy kornyezete, amelyben minden fuggveényérigll kevesebbel tér ¢l(x,)-tol.

Bizonyithatd, hogy a fenti definici6 ekvivalens a kovethe:
Definicio
Az f: Dy — R (D C R) flggveényfolytonos azx, helyen ha
értelmezett az, egy kdrnyezeteben &5(x,,) sorozatra teljesii,
hogy halim x,, = xp, akkorlim f (x,) = f (xo).
n—00 n—oo

Példak:
e Az f(x) =3x—1, g(x) = x%, h(x) = sin x fllggvények minden valds helyen folytonosak.

e Az f: ]-1,2] > R, f(x) = x? fuggvény folytonos -1, 2[ intervallum minden pon-
tjaban.

Nem folytono-ben, mert ninc&-nek olyan kdrnyezete, amely része a fliggvény értelmezési

tartomanyanak.
Nem folytonos a fuggvény al-nél kisebb, illetve 2-nél nagyobb helyeken sem, hiszen
ezekben nincs értelmezve.

1 . L .
o Az f(x) = . fuggvény nem folytono8-ban, hiszen itt nincs értelmezve.
Minden mas valos helyen folytonos.
e Az elbjelfuggvény nem folytonos O-ban, bér itt értelmezett.
Ez barmelyik definicio alapjan lathaté. Pl. azGetefinicio alapjan, ha = E-et valasz-
tunk, akkor ehhez nem talalhatée R*, amelyre teljestlne, hogyla-o, o[ intervallum
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minden elemérgsgn(x) — 0] < % Ugyanis har # 0, akkor|sgn(x) — 0| = |£1| =1 ¢ %
A masik definicioval még egyszertbb: Tekintsik pl. xgz= p sorozatot. Nyilvan

lim 1 =0 = xp, delim sgn(%) =1 # 0 = sgn(xy).

n—oo 11 n—oo

Definicio

Az f: Dy —» R (Df C R) fuggvenyjobbrol folytonos azx,
helyen haVe € IR* szamhoz1d € R* szam amelyre teljestil,
hogy|[xo, xo + 6[ € Dy és

hao < x — xo < 6, akkor|f (x) — f (xo)| < &.

Definicid

Az f: Dy —» R (Dy € R) fuggvenybalrdl folytonos azx,
helyen haVe € R* szamhoz1d € R* szam amelyre teljestil,
hogyJxo — 6,x0] € Dy €s

ha—o < x —xg < 0, akkor|f (x) — f (xo)| < e.

Megjegyzés: AZxy, xo + O[, illetve Jxg — 6, x¢] intervallumokat szokas az, jobboldali-,
illetve baloldali p-sugaru) kérnyezetének nevezni.

Példa: Azf (x) = +/x figgvény a 0-ban nem folytonos, de jobbrdél folytonos uggtani

Tétel:
Az f fuggveny akkor es csak akkor folytonos azhelyen, ha
jobbrdl is és balrdl is folytonosy-ban.
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2.1.2. Mdveletek a valOs-valos fliggvények korében
Ha két fliggvény értelmezési tartomanya tartalmaz kozaseatlértelmezési tartomanyaik met-
szete nem az ures halmaz), akkor értelmezhetjik a két finggiszegét, kilénbségét és szorza-
tat.
Definicio
Legyenf: Dy - R ésg: D, — R, aholDf C R, D, C R,
tovabbaD, N D, # 0. Ekkor

f+8:DfNDy =R, (f+g)(x)=fx)+gx)
f-8:DfNDg >R, (f-g)(x)=f(x)-g(x)
f§:DyNDy >R, (fg)x)=f(x)gx)

Példa: Azf(x) = Vx+2 fuggvény értelmezési tartomanya2, o[, ag(x) = V2 -x
fliggvény értelmezési tartomanya petligo, 2]. Osszegiik, killonbségiik, szorzatuk értelmezési
tartomanyaDs N D, = [-2,2].

Y
graf g +3 graf f+g¢g

graf g +3 graf f

S
w
[N}
un
—
[N}
w
’,';__
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A figgveények hanyadosanal meg arra is figyelemmel kell ldmygy O-val nem oszthatunk:
Definicio
Legyenf: Df —» Reésg: D, —» R, aholDf C R, D, C R, g
zérushelyeinek halmazat jelolji¥-nel. (N = {x | g(x) = 0}).
Ha(Dy N Dg)\ N # 0, akkor

f(x)

(1) = ==

g (%)

f

s (DyNDg)\N > R, .

8

Pelda: Azf (x) = % fuggvény a konstans 1 és az— x figgvények hanyadosa. Ezek

mindegyike értelmezett a valés szamok halmazamegsem értelmezett a 0-ban, hiszen itt az

x — x flggveény 0-t vesz fel.

Definicid
Legyenf: Df —» R ésg: D, — R, aholD; C R, D, C RR,
tovabbaR, N Dy # 0. Ekkor azf ésg fliggvényekf o g-vel
jelolt 6sszetett figgvényatkovetkebképpen értelmezzik:
D¢og = {x €D, | g(x) € Df} es

Vx € Drog esetér(f o g) (v) = f (g (x)).
Az f fuggvenytkilso, a g figgvénytbel fliggvenynek nevez-
zuk

Megjegyzés: Tehat amit a bélsliggveny értékként felvesz, arra alkalmazzuk a &iilgy-

gvényt.
g ‘ f
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Példak:
e Ha a bel$ fuggvény ag (x) = x — 2, a kil figgvény azf (x) = |x|, akkor
(fog)(x)=l-2l
e Ha a bel$ fuggvény ag (x) = |x|, a kil fuggvény azf (x) = x — 2, akkor
(fog)(x)=lxl-2.
Megjegyzés: A fenti példakbdl lathatd, hogy az dsszetejtyfigény képzése nem kommutativ
mivelet, azaz (altalabarf)o ¢ # g o f.

Tétel:
Ha azf ésg val6s-valos fliggvenyek folytonosak ag helyen,

akkor f + g, f — g ésfg s folytonosxy-ban.

Példak:
e Mivel az f (x) = x? ésg(x) = sinx figgvények minden valés helyen értelmezettek és
folytonosak, ezért az

(f +£) (x) = ¥*+sinx, (f — ¢) (x) = ¥*—sinx, (g— f)(x) = sinx—x%, (fg)(x) = x*sinx
flggvények is minden valos helyen értelmezettek és folysakh.

e Az x — x* +sgnx fuggvény azv = 0 hely kivételével mindendtt folytonos, meft # 0
esetén a7 (x) = x? ésg (x) = sgn x fuggvények is folytonosak.

Megjegyzés: Ha a két figgvény nem folytongsban, attél még éfordulhat, hogy dsszegiik,
kulonbséglik vagy szorzatuk folytonagban.
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Tétel:
Ha azf ésg valos-valos fuggvények folytonosak ag helyen

ésg (xg) # 0 akkorér is folytonosx,y-ban.

1 . : L
Példa: Azx — < flgvény minderx # 0 helyen folytonos, hiszen a konstans 1 figgvény és
azx — x flggvény minden valés helyen folytonosak.

Tetel:
Ha f ésg valos-valos fuggveényelg folytonos azxy helyen és
f folytonos ag (xp) helyen, akkorf o g is folytonosxy-ban.

1 e s . N 1
Példa: Azx  sin e fuggvény azx = 0 hely kivételével mindenitt folytonos, mert— —

X
folytonos midenx # 0 helyen, asin x fuggvény pedig minden valos helyen folytonos (Tehét
l.benis).
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2.1.3. Fuggvények hatarértéke

Definicio
Az xo € R hely r sugart pontozott kérnyezetéraz
Jxo =7, x0 + 7[ \ {x0} halmazt értjuk.

Megjegyzés: Tehat a pontozott kbrnyezetet gy kaptuk, laagy r sugari kornyezetéh
elhagytuk az,-t.

Definicio
Legyen azf valds-valds fliggvény ertelmezett ag hely egy
pontozott kornyezetében. Ak szamot azf fliggvényx,-beli
hatarertékének nevezzik, Ka > 0 valos szamhozi6 > 0
valés szam, amelyre teljesil, hogy < |x — xg| < 6 esetér
xEDféS|f(x)—A| < €.

Jeldlés:lim f (x) = A

X—Xo

Megjegyzés: Amint az a definiciobdl lathatd aZliggvenyx,-beli hatarértéke nem fligg
az xo-ban felvett helyettesitési értékt ot f-nek akkor is lehet hatarértékg-ban, ha nincs is
ebben a pontban értelmezve.

A fenti definicié ekvivalens a kovetkéxel:
Definicio
Legyen azf valds-valds fliggvény értelmezett ag hely egy
pontozott kornyezetében. Ak szamot azf fliggvényx,-beli
hatarertékének nevezzik, ha minden olyarsorozatra, ame-
lyre Vn € Z7 eseténx, € Dy \ {xo} €s 1}1_{210 Xy = Xo, aZ f (x,)
sorozat konvergens %izl;f(xn) = A.

Tétel:
Ha f folytonosxp-ban, akkor létezike-ban hatarértéke is és

lim f (1’1) = f (Xo).

X—XQ
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Példak:

Matematika segédanyig

e limx? = 9, mertx — x? folytonosx = 3-ban (minden valés helyen folytonos), ezért

x—3

lin;x2 =32=9,

e lim
x—0

x, # 0 teljestl, hogyf (x,) = [sgnx,

Y

sgnx| = 1, mert minden olyan sorozatra, amelyie x, = 0, deVn € Z* esetén
X—

a konstans 1 sorozat, melynek hataréertéke 1.

graf |sgn z|

2
. X*+x+6

° hmz— =5 Azx — >
=2 x2—3x+2 X2 —

neved 0), ha pedigc # 2, akkor

X+x+6
3x +

2

fugvény azx = 2-ben nincs értelmezve (a
X +x+6  x+3

Ly

2-3x+2 x-1

Az x = 2 hely ,elég kis” pontozott kdrnyezetében a felvett fliggvéngkek kevesebbel

térnek el 5-6I, mint ¢.
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2.2. Feladatok

Matematika segédanyig

1. Hatarozza meg a kovetkefliggvények értelmezési tartomanyat:

) fy = Lo 1

D) £ = 5 - g

©) f) = xz—;x+6 : ;C:c:?
Q) )=\ o rn

2 _
&) f0) = |

0 fl)= \/232;3;5 * \/;;—79

9) f(x) = loggi;§

h) f(x) =log, (5 + x) +log, (x + 3)

3x—2

I) f(X) = 10gx—9 m

2. Hol van zérushelye a kdvetkefiggvényeknek?

(2 +1D(x*-1)
x2+3x+2

a) f(x) =

) f(3) = \J 3

C) f(x) =¢"-sinx

3. Vizsgaljuk meg a kévetkéziiggvényeket paritds szempontjabol:

a) )=
b) ) = "
) f() = Inlx

d) f(x) = =9 (x—-1)(x+1)
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4. Periodikusak-e a kévetkézliggvények? Ha igen, akkor hatarozza meg a legkisebb poz-
itiv periodusukat.
a) f(x) = cos2x
b) f(x) = xsinx
¢) f(x) = |tg ]
d) f(x)=|sinx]

2x% + 11x — s
5. Hatarozza meg ag(x) = e+ -6 fliggvény hatarértékét az= 3, x = 1, x = -6,
2 12 2

x = 2 helyeken, tovabb#oco-ben, ha lehetséges.

6. Hatarozza meg a

a) lim -1
x5 100x2 + 1000x + 10000
, -1
b) lim T00%%  1000x + 10000"
c) lim r+2
x—>00x5 — 1
hatarértékeket.

7. Hol nem folytonos az

x—3 ,

PR — hax # 3 ésx # —1
fe) = 411 hax =3
4 hax = -1

fuggvény?
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3.

3.1.

Differencialszamitas

(Atmeneti allapotban)

Teljes fuggvenyvizsgalat

A teljes fuggveényvizsgalat lépései:

1. Ertelmezési tartomany meghatarozasa

7.

Tengelymetszetek meghatarozasa. yAengelyt legfeljebb egy helyen metszheti a grafikon
— ez azf (0) erték — azx-tengelyt mar tébb helyen is metszheti, ezek a tengelyratdkz
a zérushelyek.

. Szimmetriatulajdonsagok meghatarozasa

Paros-e, paratlan-e, periodikus-e a fliggvény.

. Folytonossag és hatarértékek.

Legtdbbszor olyan fuggvények fordulnalbebmelyek majdnem mindenitt folytonosak,
tehat azt kell megnézni, hogy hol van a fliggvénynek szakdmge. Természetesen
eléfordulhat az is, hogy nincs szakadasi hely.

A bal- és jobboldali hatarértékeket meg kell nézni a szasidulyeken, tovabba meg kell
nézni a hatarértéket az ,értelmezési tartomany széleA¥.utobbi altaladban a-co-ben

és atoo-ben vett hatarérteket jelenti, de pl. Agx) = In x fliggvény esetén nem lehet szo6
a—oo-ben vett hatarértékit, hiszen a fliggvény csak a pozitiv szamok halmazan érgelme
Ebben az esetbentaban vett jobboldali hatarértéket kell meghatarozni.)

Els) derivalt, monotonitas és szé&rtékek.
Masodik derivalt, konvexitas - konkavitas, inflexiosyeX.

Ebben a pontban a figgvény grafikonjat kell felrajzolnin@ megallapitott tulajdonsa-
gok alapjan.

Ertékkészlet meghatarozasa

Megjegyzés: A fenti sorrendt indokolt esetben el lehet térni, de ritkan talalkozuniaol
fluggvénnyel, amikor ez valéban szikséges.
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Peldak:

Végezzen teljes flggvényvizsgalatot gz) = xe*” fuggvényen!

Megoldas:

1. Df =R,

zérushelyer = 0.

Matematika segédanyig

2. Paratlan, f(1) = 2e¢, f (1) = —%) nem periodikus (Pl. a zérushefldatszik.)

3. Folytonos.

lim ) = o lim, £ = ==

4. f(x)=e" (1+2x%) >0
A fliggvény szigordan monotoron

5. f(x) = e (4% + 6x)

| x [x<0]x=0]0<x]|
O] - [ 0 | +
() A m(l‘l. U
y
13
12
_[1
: S
Tt
+-2
+-3
6.
7.R; =R
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Végezzen teljes flggvényvizsgalatotgz) = ex — ¢* fliggvényen!
Megoldas:

1. Dy =R, zérushelyer=1, f(0)=-1.

2. Nem paros, nem paratlan, nem periédikus (Pl. a zérusbidBtszik.)

3. Folytonos.
lim f (x) = lim (x . (e - %)) = —oo0, mertlim ¢ _ lim ¢ - 00,

x—oo X X—00 1

L'H
111}1 fx) = 111}1 (ex —€*) = —o0

4. f'(x)=e—e"
| x |x<1]| x=1]1<x|
f(x) + 0 -

max.

f@ 1| T

5. f"(x) = —¢€*
Mivel f” mindenitt negatiyf szigordan konkav
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Vegezzen teljes flggvényvizsgalatotgz) = ext fuggveényen!
Megoldas:
1. Dy =R\ ({1}, zérushelye nincs, f(0) = %.

2. Nem paros, nem paratlan, nem periédikus (értelmezésntany).

3. f ertelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos.
lim f(x)=e, 1ir¥f(x) = 00, 1ir¥f(x) =0

2 x+1
4. f'(x) = - el
0=
| x |x<1|1<ux|
ff)| - -
f) | N N
4x x+1
5. f”(x) = - ex1
0=
| x [[x<0] x=0 [0<x<1|x=1[1<x]|
1" (x) — 0 + X +
infl.
f(x) N 1 ~ 0,368 U X U
2
——85
——65
__4§
\2 """"""""
:::::::::“\%:::::::X
6 6 -4 -2 2 4 6
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3.2. Feladatok

1. Képezze hataratmenettel a kovetkeiggvények differencialhdnyadosataze R helyen:

a) f(x) =«

b) f(x) =2x? + 3x
) f0)=

d) f(x) = vx

2. Képezze az
[ (x=3)* hax<4
f(x)‘{ 2x—7 haxz4

fuggveny differencialnanyadosat az = 4 helyen.

3. Képezze a

- x> ha-2<x
§(x) = x—2 hax<-2

fuggvény differencidlhanyadosat az= —2 helyen.
4. Hatarozza meg a kovetkefiiggvények x szerinti efsderivaltjat:

x>+ 7x2+11x -3
4x
x? = 3xx +5x +6x—11
b) f(x) = >
x
) f(x)=x*-sinx—x-cosx
d) f(x)=x-chx+x® -shx

a) f(x) =

2 _
) flx) = T2t
D=

9) fx) = e
) fe) = tg (1)
1) f(x) = arcsin (%)

5. irjafel azf(x) = x> —8x + 3 fliggvényx, = 2 abszcisszaju pontjahoz hizhaté éjanek
az egyenletét!

6. Irjafel azf(x) = cos2x flggvényx, = Zﬂ abszcisszaju pontjahoz huzhato &janek
az egyenletét!
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Matematika segédanyig

7. Szamitsa ki L'Hospital-szabdallyal a kbvetkdzatarértékeket:

X
a) lim—
x—ooln x

X

b) lim

x—o]n? x

d) lim( ! ! )

x—4 ex—l_tg_x

8. Végezzen teljes fliggvényvizsgalatot a kovetkigvényeken:

2x
x2+9

a) flx)= b) f(x) =

Készitette: Vajda Istvah
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3.3. Megoldasok

2x
8. a)f(x)= 259
I. Df =R, zerushelyx =0

2-(—x) 2x
(—x2+9 x2+9 f).
Nem periodikus, mert pontosan egy zérushelye van.
[ll. Minden x € R helyen folytonos, mert folytonos fugvényeakialapmiiveletek

segitségével képezzik és a néveghol nem zérus.
lim f(x) = 0, mert a nevez magasabb foku, mint a szamlalo.

X—=+00
2(x2 +9) —2x-2 — 2x?
V. F) = (x )—2x-2x 18 -2x

Il. Paratlan, merff(—x) =

A derivalt zérushelyeix = +3

(x2 + 9)2 (22 49)?
| [x<-3]x=-3[-3<x<3] x=3[3<x]
f'(x) - 0 + 0 —
) N T TN
V. () = —4x- (2 +9)? - (18 -2x%) - 2(x* +9) - 2x _ 4x(x* —27)

(x2+9)* o (x2+9)
A mésodik derivalt zérushelyei: = 0 ésx = +3 V3

\ [x<-3V3] x=-3v3 [-3V3<x<0][x=0[0<x<3V3] x=3V3 [3V3<x]
- 0

) + 0 - 0 n
) A infl. U infl. A infl. g
flx _gz_olzg 0 %z0,29
y
O
3 L___JZ_ P
VI. : :
11 — ; f I: = ———+— IX
—3V3 - 3 3V3

—— - — = — ]

3

VIl Ry = [-1,1]

373
x> +2x -3
A
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4. Integralszamitas

4.1. Hatarozatlan integralok

Szamitsa ki a kovetkézhatarozatlan integralokat:

2
(ri5-1)
1. a 3x% — 5x +2)dx b f—dx
) J( ) ) o
C) f(x2+3cosx—sinx)dx d) f(e"+5cosx—%)dx
e) f (Cth +4shx)dx ) [ctgxd
sinx - cos x 3x%> -1
9) f snor ) f T2
1 1
i) f( + )dx
Vaé V1-22
2. a) [(dx+2)°dx b) [ Vbx—1dx
3x _ 1
) f —_dy d) f (3 - sy
: 2
e) f (sin5x — 2 cos 3x) dx f) f 17002 dx
4 2
) f ( - ) dx h) cos? 2xdx
Vi-x2  V1-4a2 I
i) f sh? (6x — 2) dx
3x 2x+5
3. a) fmdx b) mdx
X
C) f —dx d) 3 cos® x sin x — 2 cos® x sin x) dx
V3x2 -7 f( X )
. arctg” x
e) f sin® xdx f) f 170 dx
arcsmx chx
0) f dx h) f—dx
shx Vshx
i) 2"(2" )5dx
2x +1
4, a) fmdx b) fctgxdx
c) [tg3xdx d) [th@x+1)dx
e cos X
€) fseuzdx L f5sinx—2dx
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5. a) fx-e" dx b) f(2x—1)s1n(x2—x)dx C) f1+x4dx
f—dx e) [e‘ch(e*—6)dx

6. Alkalmazza a parcidlis integralas médszerét.
f x-sinxdx Db) f x - cos xdx C) f x? - sin xdx
fx -sin2xdx e) f(2x +1)-cosxdx f) fx - e*dx
f x In xdx h) f arcsin xdx )] f x - arctg xdx

7. Alkalmazza a racionalis tortek integralasara tanult saédeket.

x° xt x—2
3) fx+1dx b) f1+x2dx ) fx2+4x+5dx
dx 2x+5 3x+5
d —— e ——d ——d
) fx2—5x+6 ) fx2+2x—15 x 0 fx(x+2)2 *
8. Végezze el a kovetkéantegralasokat helyettesitéssel:

a) Vx — 1 b) x + 1 0 f e¥ -1 dx

x+\/— Vx +2 eX+3
e“+e dx
9 fex—zdx €) sinx " f1+cosx

Készitette: Vajda Istvé|1




Villamosmérnok Szak, Tavoktaths Matematika segédanydg

4.2. Hatéarozott integralok

1. Szamitsa ki a kovetkézatarozott integralok értékét:
4 1

a) fz v +50dx b) [ ) f sin2xdx  d) f =14
1 \/E 0 x+1
2 0
1 % jud 2
dx dx t. o 3
e) f x2+1 " f 3 cos? x 9) ﬂf tgixdx  h) eTxdx
0 0 6 b
2n P
: . cos x In 3x yarctg x
i cos’ xdx I
) nf ) f?)sinx f ) \1[ 1+x2
( sin 2x 2
m) —dx n) [ch’xdx
sin® x 0
%
2. Alkalmazza a parcialis integralas modszerét hatarazietyralokra:
3 = T
f x - e¥dx b) f X -sinx (Zx - g) dx c¢) f x% cos 2xdx
2 0

0

2 e
[arctg(2x—1)dx e) [(x+1)In’xdx
1 1

3. Alkalmazzon herettesﬂeses integralast a kovétkezgralok kiszamitasara:
In5

2sinx—1 e + 1
a d b d
) f4+x\/_x ) fcosx+3 * ) f "+2
4. Szamolja ki a megadott fuggvény ésxatengely kdzotti terlletet a megadott interval-

lumban:
a) f(x) = 2% —x, [2,4] b) f(x) = Inx, [1,e] c) f(x) = arcsinx,

[0:3]

5. Hatarozza meg af(x) = 4x> — 10x + 12 és ag(x) = x* + 8x — 12 fliggvények grafikonjai
altal hatarolt korlatos sikidom teruletét.
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