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1. Bevezetés

Mindenki hallott mar robotokrél, és mindenkiben él egy elképzelés arrol, hogy
ez a szO mit is takar valojaban. Egyesek emberi kinézetii, intelligenciaval rendelkez6
mechanikus Iényeket neveznek igy, mésok egyszerti, automatizalt eszkozokre hasznal-
jak ezt a kifejezést. Akdrhogyan is gondolunk rajuk, van benniik valami kilonleges,
sziiletett mar ebben a témaban.

Ebben a dolgozatban ipari robotokrél, méas néven robotkarokrol lesz sz6. Ezek az
eszkozok szegmensek és iziiletek lancolatabol allnak, és tipusuktol fliggden tobbé-
kevésbé az emberi karra hasonlitanak. Az itt emlitett fogalmakat a kovetkezd fe-
jezetben fogjuk pontosan definidlni, valamint majd néhany példat is lathatunk a
legelterjedtebb robotkar-konfiguracidkra.

Az altalanos szemléletnek megfelel6en ezek a robotok kivaldéan alkalmasak a mo-
noton, ismétl6dé munkafolyamatokban az emberi tevékenység kivaltasara. A tomeg-
gyartasban elengedhetetlen a hasznélatuk, mivel képesek nagy mennyiségii, kozel
azonos mindségi aru gyors, onallo eléallitasara. Tovabbi elényeik még az alacsonyabb
eléallitasi koltségek és a nagyobb precizitas. A robotkarok programozéasa azonban
nem egy egyszerl feladat. Egy sor kiilonféle, természetes modon felbukkané prob-
lémara kell gyorsan kiszamithaté megoldast adnunk. A tovabbiakban néhany ilyen
feladatot fogunk alaposabban is megvizsgalni.

A robotgeometridnak vannak mas alkalmazésai is. Az elmult évek technologiai
fejlodése lehetové tette, hogy egyre élethiibb szamitogépes animaciokat készitsiink,
akar filmekhez, akar videojatékokhoz. Ehhez az élethiiséghez a puszta latvany azon-
ban nem elég: az is fontos, hogy a karakterek mozgasa természetes, emberi legyen.
Robotkarok hasznalataval egyszertien tudunk végtagokat matematikailag abrazolni.
Ezaltal az itt elért eredmények felhasznalhatéva valnak a digitalis modellezésben is.
Ennek megfeleléen az el6bb emlitett probléma megolddsaban tébbek kozt az inverz

sebességkinematika fog segitséget nyujtani nekiink.



1.1. Felhasznalt ismeretek és jelolések

A tovabbiakban els6sorban geometriai és linearis algebrai ismeretekre lesz sziik-
ségiink, melyek megtaldlhatéak a Hajos [2], illetve a Freud [1] konyvekben. Ezen
eredményeket nem fogjuk részletezni, hanem mar ismertnek tekintjiik ¢ket.

A dolgozat nagymértékben tdmaszkodik a Spong, Hutchinson, és Vidyasagar [3]
konyv ide vonatkozo fejezeteire, mind tartalmilag, mind a felhasznélt képek, illetve
jelolések tekintetében. Ennek megfeleléen a matrixokat nagybetiivel, a vektorokat
és skalarmennyiségeket kisbetiivel jeloljiik, a koordinata-tengelyeket pedig gyakran
azonositjuk a hozzajuk tartozé béazisvektorokkal. Ezenfelill az indexek hasznalatat
illetéen a kovetkezoképpen jarunk el. A fels index mindig a referencia koordinata-
rendszert jeloli, vagyis azt a rendszert, amelyben a mennyiséget felirtuk. Az alsé
index azt a rendszert jeloli, amelynek az adott mennyiségét kifejeztiik a referencia-
rendszer szerint. Tehat az Rj- forgatasi matrix a j rendszer elfordulasat adja meg az
¢ rendszerhez képest, az 02 vektor pedig a j rendszer origdjat adja meg az ¢ rendszer
koordinataival. Az w szogsebesség-vektorok esetében az alsé két index azt jeloli, hogy
mely két rendszer kozotti elfordulas szogsebességét irjuk le a referencia-rendszerben.

Ezen kiviil derivalas alatt mindig a ¢ idoparaméter szerinti derivalast értjiik, és a
valtozo folé irt ponttal vagy &—vel jeloljiik. Tovabba az egyszeriiség kedvéért gyak-
ran el fogunk hagyni bizonyos indexeket és valtozokat mindaddig, amig ebbdl nem
zarmazik félreértés. Legtobbszor ez a t idoparamétert és a bazisrendszerre vonatkozé

0 indexet érinti.



2. A robotgeometria alapjai

Ahhoz, hogy robotkarokkal tudjunk dolgozni, sziikségiink lesz egy matematikai
modellre, amely segitségével konnyen leirhatéva és kezelhetové valnak a felmeriild
problémak. Ebben a fejezetben ezt a modellt fogjuk felépiteni. El6szor is definidlnunk

kell, mi is az a robot.

2.0.1. Definicié (A Robot Institute of America szerint). A robot egy tjraprogra-
mozhaté, tobbfunkcidés manipulator anyagok, eszkozok, részegységek vagy specialis
miiszerek valtozokkal programozott mozdulatsor segitségével valé mozgatasara ter-

vezve, kiilonféle feladatok elvégzése érdekében.

Ebben a definiciéban a kulcsfogalom az tjraprogramozhatésag. A szamitogé-
pes vezérlés adja a robotok hasznalhatésdgat és alkalmazkoddképességét. Léteznek
ugyanis ugynevezett teleoperatorok, melyek folyamatos emberi iranyitast igényelnek.
Ezeket nem soroljuk a robotok kozé.

Felépitését tekintve a manipulator merev testek, szegmensek sorozata, amelyek
iziiletekkel vannak osszekotve. Fzek egy kinematikai lancot alkotnak, amelynek vé-
gén valamilyen szerszam talalhaté, amelyet kéznek neveziink. A robotkar munkatere
azon térbeli pontokbdl all, amelyekbe a kéz eljuttathaté. A kinematikai lancot nyilt-
nak nevezziik, ha a két végét csak egy szegmens-sorozat koti ossze; ellenkezd esetben
zart 1lancrél beszéliink. Az iziiletek tipusuk szerint lehetnek forgaték (revolute, R)

vagy eltolok (prismatic, P). Ezeket elemi, egy szabadsagfoku iziileteknek hivjuk.

Forgato Eltolé

| s | ==

2.1. dbra. Forgatoé és eltolo iziiletek kettd és harom dimenziéban




Mivel barmely tobb szabadsagfoku iziilet el6all elemi iziiletekbdl, igy nem jelent
megkotést csak ezekkel foglalkozni.

A nyilt lanct robotkarokat a iziiletek tipusanak felsorolasaval adjuk meg, a ba-
zistol a kéz felé haladva, pl.: RRP. A forgaté iziiletek egy tengely kortli forgatést, az
eltold iziletek egy tengely menti eltolast valésitanak meg. Ezt a tengelyt az adott
iziilet hatastengelyének nevezziik. Konnyen lathato, hogy minden iziilet allapota
megadhato egyetlen paraméterrel: az elfordulas szogével vagy az eltolas mértékével.
Ezeknek a ¢ = (q1, .. ., qn) vektorat a manipulator egy konfiguraci6janak nevezzik.
A paraméterek, vagyis az iziiletek szamat a robotkar szabadsagfokanak hivjuk.

A paraméterekkel kapcsolatban kétféle probléma fogalmazhaté meg, a direkt és
az inverz kinematikai probléma. Az elobbinél adottak az iziileti paraméterek, és a
cél a kéz helyzetének a meghatarozasa, az utobbinal pedig a kéz helyzete ismert,
és keressiik az azt megvaldsité paramétereket. A kovetkezokben ezekkel a problé-
makkal fogunk foglalkozni, de el6bb még lassunk néhany példat a legelterjedtebb

robotkarokra.

2.1. Példak robotkarokra

Habér szamtalan médon lehetséges forgatd és eltolo iziiletek segitségével kiilon-
féle kinematikai lancokat létrehozni, a gyakorlatban ezek koziil csak néhény specialis

konfiguracié hasznélata az elterjedt. Most ezek koziil mutatunk be harmat.

2.1.1. Az antropomorf robotkar (RRR)

Az antropomorf, més néven humanoid robotkar harom forgaté iziiletbol all. Ezek
koziil a masodik és a harmadik iziilet hatastengelyei parhuzamosak egymassal, és me-
rolegesek az elsd iziilet hatastengelyére. Nevét az emberi karhoz hasonlé felépitésérol

kapta, ennek megfeleléen az iziiletek nevei rendre test, vall illetve konyok.

b )
Alkar

Konyok —
0,

7/ 7/
Feliilnézet Oldalnézet

2.2. abra. Az antropomorf robotkar felépitése és munkatere

Ez az egyik leggyakrabban hasznélt robotkar, mivel szerkezetébol adéddan ki-
valoan alkalmas az emberi munkavégzés kivaltasara. Munkatere gomb alaki, ezen

beliil viszonylag nagy mozgési szabadsaggal rendelkezik.

4



2.1.2. A gombi robotkar (RRP)

Az antropomorf manipulator konyokét eltold iziletre cserélve kapjuk a gémbi
robotkart. Az elnevezés abbdl ered, hogy ekkor a harom iziileti paraméter meg-
egyezik a kéz egy olyan rendszer szerinti gombi koordinataival, melynek origdja a

hatastengelyek metszéspontjaban van.

2.3. abra. A gombi robotkar felépitése és munkatere

2.1.3. A hengeres robotkar (RPP)

A hengeres robotkar elsé izilete forgatd, a masodik és a harmadik pedig eltold.
Ahogyan a neve is mutatja, az izileti paraméterek megegyeznek a kéz hengerko-

ordinataival, amennyiben az origét a manipulator alapjanak koézepébe helyezziik.

AN N

2.4. dbra. A hengeres robotkar felépitése és munkatere



2.2. Direkt és inverz kinematika

A direkt kinematikai feladat megolddsahoz sziikséglink lesz egy jol meghatarozott
koordinata-rendszerre, amelyben meg tudjuk adni a kéz koordinatait az iziileti pa-
raméterek fliggvényében. Ezt ugy érjiik el, hogy minden egyes szegmenshez mereven
rogzitliink egy-egy koordinata-rendszert, azutan pedig koordinata-transzformaciokat
hajtunk végre.

Az i-edik szegmens koordinata-rendszerét jelolje (o;, x;, y;, 2;). Ebben a koordina-
ta-rendszerben az i- edik szegmens pontjainak a koordinatai allanddéak. A nulladik

rendszert bazisrendszernek hivjuk, az n-ediket pedig a kéz koordinata-rendszerének.

2.2.1. A Denavit-Hartenberg konvenci6

Olyan koordinata-rendszereket kerestink, amelyek kielégitik az alabbi feltétele-
ket :

(a) A z; tengely egybeesik az i + 1-edik iztilet hatastengelyével.

(b) Az x; tengely merélegesen metszi a z;_; tengelyt.

2.5. abra. A Denavit-Hartenberg konvencio

2.2.1. Allitas. Mindig lehetséges {gy megudlasztani a koordindta-rendszereket.

Bizonyitds. A bazis koordinata-rendszerben csak a zg tengely van egyértelmiien meg-
hatarozva, az elso iziilet hatastengelyeként. Az oy origd tetszolegesen megvalaszthatéd
ezen a tengelyen, illetve az x( tengely is tetszoleges, oy ponton atmend, zp-ra merole-
ges egyenes lehet. Ezek rogzitése utan az yy tengely mar egyértelmiien meghatarozott
lesz.

Tegyiik fel, hogy az els6 i — 1 koordinata-rendszert mar meghataroztuk a feltéte-

leknek megfeleléen. Ekkor [(a)] szerint a z; tengely adott. Tudjuk tovabbd, hogy az x;
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tengely merélegesen metszi z;-t, valamint @ alapjan z;_1-t is. Ebbol kapjuk, hogy
r; a zi_1 és z; egyenesek normal transzverzalisa, ha z;_; és z; kitéré nem parhuza-
mos egyenesek, vagy a két egyenes metszéspontjaban allitott merdleges, ha z;_1 és
z; metsz6, de nem egybeeso egyenesek. Abban az esetben, amikor z;_; és z; parhu-
zamosak vagy egybeesnek, az x; tengely tetszéleges rajuk meroleges egyenes lehet.
[lyenkor célszerti azt valasztani, amellyel a legegyszeriibb szamolni. Ha x;-t és z;-t

mar meghataroztuk, akkor o;-t a tengelyek metszeteként, y;-t pedig a jobb-rendszer

harmadik tagjaként kapjuk. O
ds
05z Os
/ o ? " > Z3
20 vy T3
} Y3
7
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2.6. abra. A hengeres manipulator koordindta-rendszerei

Tudjuk, hogy minden térbeli koordinata-rendszerek kozotti iranyitastartd transz-
forméaciéo megadhaté hat adattal. Az eltolas leirhaté az eltolasvektor harom koordi-
natajaval, a forgatast pedig reprezentalhatjuk harom Euler-szoggel vagy egy tisztan
képzetes egységkvaternidéval, amely szintén hiarom adat. A pontos megadasra nem
lesz sziikséglink, ezért nem is részletezziik, de megtalalhatéak példaul a [3] jegyzet-
ben. Most megmutatjuk, hogy a Denavit-Hartenberg konvencié hasznéalataval négy
paraméter is elegendd. Ennek az az oka, hogy ebben az esetben specialis helyzetii
koordinata-rendszerek kozott hajtjuk végre a transzformaciokat.

Hozzunk létre egy 1j, koztes koordinata-rendszert. Legyen o, = z; N z;_y, x = x;
és 2} = z;_1. Ekkor mér y is adott. Legyen tovabba d; = |0, —o0;_1| illetve a; = |0;— 0],
az origdk tavolsagai, valamint «; = z/z;< és 0; = x;_12,<C a tengelyek altal bezart
szogek. Mivel o, — 0,01 = d;jzi_1 és 0; — 0, = a;x}, igy a (d;,a;,0;, ;) paraméte-
rekkel leirhat6 az (o;, z;, yi, z;) koordinata-rendszer helyzete az (0;_1, %;—1, i1, Zi—1)
koordinata-rendszerben. Tehat ebben a specialis helyzetben a két rendszer viszonya-
nak megadasahoz a szokasos hat paraméter helyett négy is elegend6. Most belatjuk,
hogy ebbdl a négy adatbdél mindig csak egy fog valtozni az iziilet mozgasa soran.

Ezt nevezziik az adott izililet paraméterének.
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2.7. dbra. Iziileti paraméterek és koordindta-rendszerek

2.2.2. Allitas. Minden iziletre a négy paraméter (di, a;,0;, ;) kozil hdarom kons-
tans, €és csak 0; vagy d; vdltozhat attol fiiggoen, hogy az i-edik izilet forgato vagy

eltold.

Bizonyitds. Vegytlk észre, hogy az a; és a; paraméterek értékei nem valtoznak az
iziilet mozgéasakor, mert azok csak a z; és z;_1 tengelyek helyzetétol, azaz csak a szeg-
mens alaki tulajdonsagaitol fiiggenek. Forgato iziilet esetében d; is allandé marad,
mert nem torténik eltolas, és igy nem valtozik a tengelyek tavolsaga. Ekkor viszont
0; pont az i-edik szegmens z;_; koriili elfordulasat adja meg, azaz a forgato iziiletek
paramétere 6; lesz. Hasonléan, amikor az i-edik iziilet eltold, akkor 6; lesz kons-
tans, mert nem megy végbe forgatas, és igy a tengelyek szoge allandé marad. Ebben
az esetben d; fog valtozni, mégpedig az i-edik és az i — 1-edik iziilet tavolsaganak

megfelelden, tehat az eltold iziiletek paramétere d;. O

2.2.2. A direkt kinematikai feladat

Most vizsgaljuk meg, hogyan adhaté meg egy pont koordinataja egy masik iziilet
koordinata-rendszerében. Ehhez hasznaljuk a pontok négydimenziés homogén koor-
dinatait, mivel igy a linearis transzformaciok is konnyen kezelhetoek. Ekkor a direkt

kinematikai feladat megoldasanak szamité transzformaciot

R, o
e 2.)

alakban keressiik, ahol RC € R3*3 a kéz rendszerének elforduldsa a bazisrendszerhez

képest, o2 € R? pedig a bézis orig6jabdl a kéz origdjaba mutaté vektor.



Tekintsiink egy (u;,v;, w;, 1)T pontot az (os, z;, i, 2;) koordinita-rendszerben.
Ennek a pontnak az (of, 2%, y., 2!) rendszer szerinti koordinatait tgy kapjuk, hogy
eldszor eltoljuk az z; = ) tengely mentén a;-vel, majd ugyanezen tengely mentén

elforgatjuk «; szoggel. Ezeknek a transzformacioknak a szorzata a

1 0 0 O {1 0 0 a 1 0 0 a;

y 0 cosa; —sina; O (0O 1 0 O 0 cosa; —sina; 0
T = = (2.2)

0 sino; cosey; O[]0 O 1 O 0 sino; cosa; O

0 0 0 1110 0 0 1 0 0 0 1

matrix. A koztes koordinata-rendszerbdl az (0;_1,x;_1,v;_1,2i—1) rendszerbe vald
attéréshez végre kell még hajtanunk egy d;-vel valo eltolast és egy 6; szogi forgatast

a 2z, = z;_1 tengely mentén. Ezt a transzformaciot a

cosf;, —sinf; 0 Ol |1 0 O O cosf; —sinf; 0 O

Tiz./_l _ sinf; cos# 0O O [0 1 O O _ sinf; cost#; 0 0 (2.3)
0 0 1 00 0 1 dq; 0 0 1 d;
0 0 0O 1{|0 0 0 1 0 0 0 1

matrix adja meg. FEzek alapjan az (o;, x;, y;, 2;) rendszerb6l az (0;—1, T;—1,Yi—1, 2i—1)

rendszerbe valé attérés matrixa

)

i—1 _ ri—1mi’
I =TT =

R;_l O@—l]

cosf;, —sinb; 0 0 a;
cosa; —sina; 0

0 0
0 0

sino; cosca; 0

0
sinf; cosf; O
1
0 0 0 1

o O o =

cos); —cosq;sinf; siné;sinco; a;cosb;

sinf); cosf;cosa; —cosb;sinc; a;siné;
0 sin o COS (v d;
0 0 0 1

alaki. Tehat az (u;, v;, w;, 1)T pont koordindtait az (0;_1, z;_1,¥i_1, zi_1) rendszerben

Ui cosl; —cosq;sinf; sinf;sinco; a;cosb;| |u;
vi—1| _ |sin 0; cosbB,cosa; —cosO;sinc; a;sinb;| |v; (2.5)
Wi_1 B 0 sin oy COS 4 d; w; '

1 0 0 0 1 1

Osszefiiggés adja meg.



Legyenek a robot kezének koordinatai a hozza tartozoé (on, Tr, Yn, 2,) rendszerben
(Un, Un, Wy, 1)1, Ekkor az el6z6ek alapjan a direkt kinematikai feladat megoldésa,

azaz a kéz koordinéatéi az (o, xo, Yo, 20) rendszerben

U Un,
v, v
°l =101} T T (2.6)
Wo W,
1 1
ahol TP, Ty, ..., T"! az egyes iziiletekhez tartozo, a fenti alakban el64llé attérési

métrixok. A T = TPT) - - - T"~ ! matrixbol a kéz rendszerének elfordulésa is konnyen

leolvashaté a fent emlitettek alapjan.

2.2.3. Az inverz kinematikai feladat

//////

meghatarozasa sokkal nehezebb a direkt feladat megoldasanal, mivel azt egy nemli-
nearis kifejezés adja meg. Habar konkrét robotkarok esetében geometriai okoskodés-
sal viszonylag konnyen kiszdmithatdak ezek a paraméterek, altalaban tobb lehetséges
megoldas is tartozik a kéz egy kivant helyzetéhez, és gyakran nem egyértelmi, hogy
melyiket érdemes valasztani.

Ez a probléma azonban sokkal elegansabban megoldhaté a sebességkinemati-
ka és az utkeresés segitségével, amely feladatokat egy robotkar programozasiahoz
egyébként is meg kell oldanunk. Ekkor ugyanis nem csupan egy kivant poziciét és
orientaciot szabunk meg a kéznek, hanem egy teljes ttvonalat, és annak minden
pontjara adott linearis és szogsebességeket is eléirunk. Ezaltal egy egyértelmii meg-

oldast kapunk a kéz tetszoleges helyzetbe torténo elmozgatasara.
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3. Sebességkinematika

Az elozbéekben azt vizsgaltuk, hogy milyen kapcsolat van az iziileti paraméterek
és a robotkar pozicidja kozott. Ennek segitségével megtudhatjuk, hogy adott para-
méterek esetén hol van éppen a kar, vagy hogy az iziiletek milyen allasanal keriil
a kar a kivant pozicidba. Ez azonban énmagaban még nem elég ahhoz, hogy egy
robotot vezérelni tudjunk. Nem mindegy ugyanis, hogy milyen sebességgel keriil a
robot a kivant helyzetbe. Ha til gyorsan mozog, kart tehet a kornyezetében vagy
akar sajat magaban is. Ha pedig tul lassan, akkor minden mozgés sziikségteleniil
sok idot vesz igénybe. A pontos sebességekre akkor is sziikségiik van, amikor emberi
mozgasokat szeretnénk élethiien utanozni. Ilyenkor fontos, hogy a kar mozgasa élet-
szerl, folytonos sebességgel torténjen. Ahogy a bevezetoben is széba keriilt, ez segit
abban, hogy az animalt karakterek mozgasa valésaghii legyen.

A korabbiakhoz hasonléan most is kétféle problémat kilonboztetink meg: a di-
rekt és az inverz sebességkinematikai feladatot. Az elobbinél adottak az iziiletek
sebességei, azaz a paraméterek derivaltjai, és keressiik a kar eredd sebességét. Az
utobbinal adott sebességgel szeretnénk mozgatni a robotkart, és keressiik az ezt
megvalésité paraméter-derivaltakat. A direkt kinematikai egyenletek meghataroz-
nak egy leképezést az iziileti paraméterek és a kar poziciéja kozott. A sebesség-
kinematikai problémak megoldasahoz sziikségiink lesz ennek a derivaltjara, azaz a
Jacobi-matrixra. Ez az egyik legfontosabb mennyiség a robotgeometridban, szinte
minden teriileten felmeriil: az ttvonalkeresés és -kovetésben, a szingularis poziciok
meghatarozasaban, a mozgas dinamikai egyenleteinek levezetésében, illetve a robot-
karra hato eré és nyomaték kiszamitasaban.

Mielott ratérnénk ezekre a problémékra, és kiszamitanank a Jacobi-matrixot,
tekintsiik meg, hogyan jellemezhet6 egy test linearis- illetve szogsebessége, valamint
hogyan tudjuk ezeket konnyedén kiszamitani. Ehhez megismerkediink a ferdén szim-
metrikus matrixokkal, és megvizsgaljuk a forgatasi matrixokhoz és a szogsebességhez

val6 viszonyukat. Ezek ismeretében a Jacobi-matrix mar kénnyen meghatarozhato.
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3.1. Ferdén szimmetrikus matrixok és a szogsebes-
ség

Tekintstink egy olyan esetet, amikor egy merev test egy rogzitett tengely koriil
forog. Ekkor a test egyes pontjai olyan koérpalyakon fognak mozogni, amelyek ko-
zéppontjai a tengelyre esnek. A mozgéds soran adott idé alatt minden egyes pont
ugyanakkora szoggel fordul el a palya kozéppontja koriil. A ¢ id6 alatti szogelfor-
dulast jelolje 0(t). Legyen k egy forgastengellyel parhuzamos egységvektor. Ekkor a
szogsebesség szabad vektora

w = 0k (3.1)

ahol 0 az id6 szerinti derivaltja f-nak. Itt a szabad vektor azt jelenti, hogy w egy ira-
nyitott szakasz, azaz csak a nagysaga és az iranya adott, és igy tetszoleges rendszer
megfelel6 helyvektoraval reprezentalhaté. A képlet azt mutatja, hogy a szogsebesség
egy olyan, a forgas tengelyébe es6 vektor, melynek nagysaga az elfordulas megvalto-
zasaval aranyos, az iranya pedig a forgasiranybol a jobbkéz-szabdly alapjan kaphato.

Tudjuk, hogy adott szogsebesség mellett a test egy pontjanak linearis sebessége
V=wXT (3.2)

ahol r az origobdl a pontba mutaté vektor.

(1)

()X b

3.1. dbra. A szogsebesség és a linearis sebesség

Az el6zoekhez hasonldan a testek helyzetét most is a hozzajuk rendelt koordinata-
rendszer helyzetével fogjuk leirni. Mivel a test minden pontjaban ugyanakkora a

szogsebesség, és a testhez mereven rogzitett koordinata-rendszer minden ponthoz
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képest fix, ezért a szogsebesség maganak a koordinata-rendszernek a jellemzéje.

A szbgsebesség tovabbi vizsgalatahoz sziikséglink lesz a ferdén szimmetrikus mét-
rixokra és azok tulajdonsagaira. Ezek segitségével egyszertien ki tudjuk szdmitani
forgatasi matrixok derivaltjait, valamint meg tudjuk hatarozni a hozzdjuk tartozé
szogsebességet. Ezaltal egy konnyen hasznalhatd, minden dimenziéban altalanosan

alkalmazhaté modellhez jutunk.

3.1.1. A ferdén szimmetrikus matrixok

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a koordinata-rendszerek egymashoz viszonyitott se-
bességei kozotti transzformécidkat, ki kell tudnunk szamitani egy forgatasi matrix
derivaltjat. Ferdén szimmetrikus matrixok hasznalataval ezen szamitasok jelentosen

leegyszertisithetoek.

3.1.1. Definicié. Egy n x n-es S matrixot pontosan akkor neveziink ferdén szim-
metrikusnak, ha
ST+8=0 (3.3)

ahol 0 a nullmétrixot jeloli.

Az ilyen matrixok halmazat so(n)-nel jeloljik. Ez a jelolés onnan szarmazik, hogy
az SO(n) csoport Lie-algebraja so(n), amelyet épp a ferdén szimmetrikus matrixok

alkotnak. A definiciébdl kovetkezik, hogy minden S € so(n)-re

(3.4)

Sij

—sj; hai#j
0 hat=j

Tehat miden 3 x 3-as ferdén szimmetrikus matrixnak csak 3 fiiggetlen eleme van, és

igy a kovetkez6 alakban irhaté fel

0 —S83 S9
S=1s3 0 -5 (3.5)
—S9 S1 0

0 —a, aq
S(a) = | a, 0 —a, (3.6)
—Qy Ay 0

matrix, melyet az a altal generdlt ferdén szimmetrikus matrixnak neveziink.

3.1.1. Példa. Jeldlje a szokott modon ¢, j és k a koordinata-rendszer harom bézis-

vektorat. Nézziikk meg az ezek altal generdlt ferdén szimmetrikus matrixokat, mivel
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ezeknek a kés6bbiekben még hasznéat fogjuk venni. Az elézbek szerint S(i), S(j) és

S(k)

alaktak.

Most vizsgaljuk meg a ferdén szimmetrikus matrixok néhany olyan tulajdonsé-
gat, amelyekre a tovabbiakban gyakran fogunk hivatkozni, és amelyekre sziikségiink

lesz példaul a Jacobi-matrix meghatarozasanal is.

1. Az S operétor linearis, azaz
S(aa + pb) = aS(a) + SS(b) (3.8)

barmely a,b € R3 vektorra és tetszéleges o, 3 € R skalrra.

2. Minden a,p € R? vektorra
S(a)p=axp (3.9)

Ez az oOsszefliggés a két oldal kiszamitasaval egyszeriien ellendrizheto.

3. Minden R € SO(3) forgatdsra és a € R? vektorra
RS(a)R" = S(Ra) (3.10)

Ezen allitas bizonyitasahoz sziikségiink van a forgatomatrixok egyik tulajdon-

sdgéara, mely szerint minden R € SO(3) forgatasra és a,b € R? vektorra
R(a x b) = Ra x Rb (3.11)

azaz a forgatds disztributiv a vektorszorzasra nézve. Ez az adott miiveletek
geometriai jelentésébdl kovetkezik. Tetszéleges b € R? vektorra a egyen-
letbél

RS(a)R"b = R(a x R™D) (3.12)

adodik. Erre a Osszefliggést alkalmazva, és a szorzast elvégezve
R(a x R'b) = (Ra) x (RR™b) = (Ra) x b (3.13)
jon ki. Ekkor ismételt alkalmazasaval
(Ra) x b= S(Ra)b (3.14)
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kaphato, azaz belattuk, hogy
RS(a)R"b = S(Ra)b (3.15)

minden b vektorra.

3.1.2. A forgatasi matrixok derivalasa

Tegyiik fel, hogy az R forgatdsi matrix a 0 valtozo6 fiiggvénye, azaz R = R(f) €
€ SO(3) minden 6 € R-re. Ilyen példdul, amikor egy rogzitett tengely koriil forga-
tunk 0 szoggel, de természetesen az alabbiak ennél altalanosabb esetben is érvénye-

sek. Mivel R minden 6 paraméterre ortogonalis, ezért
ROROT =1 (3.16)

adodik. Mindkét oldalt @ szerint derivalva, a szorzat-szabalyt felhasznalva, és figye-

lembe véve, hogy a konstans matrix derivaltja 0, azt kapjuk, hogy

dR dR”

T
[ p— .1
0 R(0)" + R(0) 0 0 (3.17)
Vezessiik be az els6 tagra az
dR
S:=—R(6)" 3.18
~R(6) (315)
jelolést. Mivel S transzponaltja
ST = d—RR(e)T L R(@)E (3.19)
-\ do B do '
Ezért a (3.17)) egyenlet
S+8T=0 (3.20)

alakra hozhatoé, vagyis az S matrix definicié alapjan ferdén szimmetrikus. Ha a (3.18|)
egyenletet R-rel jobbrél megszorozzuk, és felhasznaljuk, hogy a jobb oldalon RT R =
= I teljesiil, akkor azt kapjuk, hogy

dR
3 = SEO) (3.21)

ami a forgatasi matrixok derivaldsi szabdlya. Ezt az Osszefiiggést a késébbiekben
gyakran fogjuk alkalmazni. Eszerint egy R forgatdsi matrix derivaltjanak kiszami-

tédsa ekvivalens egy S ferdén szimmetrikus méatrixszal valé métrixszorzassal.

3.1.2. Példa. Vegyiik most azt a példat, amire a bevezetoben utaltunk. Legyen
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R = R, az x tengely koriili, 6 szogli forgatas matrixa. Mivel

1 0 0 iR 0 0 0
Ry9= 10 cosf —sinf és - 0 —sinf —cosf (3.22)
0 sin@ cosd 0 cosf) —sind

ezért a transzponalttal vald6 matrixszorzast elvégezve

iR 0 0 0 1 0 0
@RT: 0 —sinf —cosf| |0 cosf sinf| =
0 cosf —sinf| |0 —sinf cos6
- (3.23)
00 O
=10 0 —1| =5(i)
01 0
adodik. Tehat azt az Osszefiiggést kaptuk, mely szerint
dR, ,
5 6’9 = S(i)Rap (3.24)

ahol i = (1,0,0)7 az egyik béazisvektor. Hasonlé szdmoldssal bizonyithat6, hogy

dR,
dé

dR.
dé

= S(j)Rye 6 = S(k)R., (3.25)

aj=(0,1,007 és k= (0,0,1)T bazisvektorokra. Tovabb4 konnyen belathato, hogy

tetszoleges g tengelyre, melynek egységvektora e, az R,y forgatas derivédltja

ARy
do

= S(e)Ry0 (3.26)

3.2. Az eredo linearis és szogsebesség

Tekintsiik most azt az altalanosabb esetet, amikor a forgdstengely tetszoleges,
origon atmend, akar mozgo egyenes is lehet. Tegyiik fel, hogy az R forgatasi matrix
fiigg az 1d6t6l, azaz R = R(t) € SO(3) minden ¢t € R-re. Az el6zéekben R paraméte-
re ugyan a 6 szog volt, de a formalis szamolasok miatt ezek ugyanazt eredményezik,
csupén a szemléletes jelentésiik kilonbozé. Ekkor az R(t) métrix id6 szerinti derivalt-
ja, feltéve, hogy R(t) folytonosan differencidlhat6 ¢ szerint, a képlet alapjan

R(t) = S(t)R(t) (3.27)

alaku, ahol S(t) egy ferdén szimmetrikus métrix. Ekkor S(¢) a (3.6 egyenlet alapjén

a megfelel6 komponensek leolvasisaval S(w(t)) alakban reprezentélhat6 egy w(t)
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vektor segitségével. Belathato, hogy ez a vektor a forgd rendszer szogsebessége a t

id6pillanatban a bazisrendszerhez viszonyitva. Igy R(t) idé szerinti derivaltja
R(t) = S(w(t))R(t) (3.28)

ahol w(t) a szogsebesség.

A egyenlet a szogsebesség és a forgatdsi matrix derivaltja kozotti kapcso-
latot adja meg. Ez alapjan, ha az (o1, 21,91, 21) rendszer (oo, Zo, Yo, 20) rendszerhez
viszonyitott pillanatnyi orientéci6jat RY hatdrozza meg, akkor az w? szogsebesség

RY derivéltjatol fiigg a fentiek szerint.

3.2.1. Példa. Az el6z6 példat tovabbgondolva legyen R(t) = R, o). Ekkor a lanc-

szabalyt alkalmazva

. dR dRdf

adodik, melybdl az el6z6 példa eredménye alapjan

dRdf . ;
Ba - S()R(t)0 = S(w(t))R(t) (3.30)
kaphaté, ahol S linearitésat felhasznalva w = i6 a szogsebesség, i = (1,0,0)T pedig

az egyik bazisvektor. Hasonl6 Osszefiiggés igaz tetszoleges tengelyt forgatasra is.

3.2.1. Szogsebességek Osszege

A robotkarok vizsgdlata soran a Denavit-Hartenberg konvencié hasznalatabdl
adododan tobb, egymashoz képest forgd koordinata-rendszer ered6 szogsebességé-
re vagyunk kivancsiak. Ennek kiszamitasahoz most meghatarozunk egy képletet
két mozgd rendszer, (01, x1,y1,21) és (02, Ta, Y2, 20) szOgsebességeinek Osszegére, az
(00, To, Yo, z0) rOgzitett koordinata-rendszerhez viszonyitva.

Tegyiik fel, hogy a harom rendszernek kozos az origbja. Ez nem jelent megko-
tést, hiszen a szogsebesség invaridns az eltoldsra nézve. Legyenek RY(t) és Ri(t) az

s s ez

idotol fiiggd forgatasi matrixok. Ekkor linearis algebrabol tudjuk, hogy
Ry(t) = RY(t)Ry(t) (3.31)
Ha mindkét oldalat derivaljuk az id6 szerint, akkor azt kapjuk, hogy

RY = ROR! + ROR} (3.32)
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A (3.28) egyenlet értelmében Rg felirhaté
Ry = S(w§,) R (3.33)

alakban. Ebben a kifejezésben w872 az (02, Tg,Ys, 22) rendszerre haté eredd szogse-
bességet jeloli. Ez az RY és az R métrixok egyiittes forgatasabol adddik.
Most vizsgaljuk meg a egyenlet jobb oldalat. Az elsé tagra a képlet
felhasznalasaval
RYR} = S(wh,)RIRY = S(wf, )RS (3.34)

adédik. A jobb oldal mésodik tagjara a (3.28]) egyenlet 0jbéli felhasznélasaval azt
kapjuk, hogy
RYR} = RYS(w!,) R} (3.35)

Ezt az [ = (R})T RY taggal bdvitve
RYS(wi5) Ry = RyS(wi ) ()" RYR, (3.36)
addédik, melybdl a egyenlet alapjan
R1S(wi ) (RY) BBy = S(Rjw ) RYR; = S(Ryw; )R, (3.37)
kovetkezik. Tehat azt kaptuk, hogy
RVR} = S(R%wi )RS (3.38)

Ebben az egyenletben wi , az (02, T3, 2, 22) rendszernek az Rj megvaltozasahoz tar-
toz6 szogsebességét jeloli, az (01, x1, y1, 21) koordindta-rendszerben felirva. Az R(l)wiz
szorzat ezt a szogsebességet az (0o, o, Yo, 20) rendszerhez viszonyitva fejezi ki, azaz
Riwi , az wy szabad vektor koordinatait adja meg a 0-dik rendszerben.

A egyenlet két oldalan szereplo tagokra kapott Osszefliggések alapjan az

SRS = (S(wh,) + S(Rwi,)) RS (3.39)
Osszefiiggés adddik. Felhasznalva az S méatrix linearitasat, azt kapjuk, hogy
Wy = w871 + R?w%,g (3.40)

Ezzel belattuk azt az allitast, mely szerint a szogsebesség-vektorok osszeadhatoak,
ha ugyanabban a koordinata-rendszerben, jelen esetben (og, zo, Yo, 20)-ban vannak
felirva.

A fenti érvelés tetszoleges szamu koordinata-rendszerre érvényes marad. Tegytk
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fel, hogy ismerjiik az
R’ = R'R)...R"! (3.41)

forgatdsi matrixokat. A fenti bizonyitashoz hasonlbéan igazolhatd, hogy ekkor
(3.42)

ahol

Wg,n = Wg,l + R(l)wiz + ngg,:), +oeee quwziin = (3.43)

_.0 0 0 0
=Wy TWigtWyz+ w1,

3.2.2. Egy pont linearis sebessége

Tekintsiink egy (oo, To, Yo, z0) rendszert, és egy hozza képest forgémozgast végzo
(01, 21,y1, z1) rendszert, melyeknek kozos az origbja. Tegyiik fel, hogy a p pont me-
reven rogzitve van a mozgd rendszerhez. Most ennek a pontnak a lineédris sebességét

fogjuk megvizsgalni. A p koordinétéit az (o, xo, Yo, 20) rendszerben
p'(t) = Ry(t)p' (3.44)

alakban kapjuk meg, ahol p’ az i-edik rendszerben felirt koordinatakat jeloli. Ebbdl

a szorzat derivalasi szabalya alapjan
P’ = Rip' + RYp! (3.45)

adédik. Innen a (3.28)) egyenlet alkalmazédsaval, valamint felhasznalva, hogy p koor-

dinatai az (o1, 1,41, 21) rendszerben nem valtoznak, azt kapjuk, hogy
Rp' + RIp' = S(w°)Rip' (3.46)
Végiil a ferdén szimmetrikus matrixok tulajdonsiga alapjan
S(W) RV = S(w)p® = w® x p’ (3.47)

amely a mar ismert kifejezés a sebesség kiszamitasara.

Természetesen a két koordinata-rendszer mozgasa ennél altalanosabb is lehet,
hiszen az oy és o; pontok tavolsdga is vdltozhat. Ennek megfeleléen jelolje of(t) a
bézisrendszer origdjabél az (o1, x1, 41, 21) rendszer origdjaba mutatd vektort. Ekkor

a p pont koordinatait megadoé transzformacio

p(t) = Ri(t)p' + oh(t) (3.48)
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alaki. Ezt a kifejezést a szorzat-szabaly alapjan derivalva kapjuk, hogy

P’ =Rp' +06=

= S(w)Rp" + 6 (3.49)

Ebbél a (3.9)) tulajdonsag felhasznaldsaval, valamint az r = RIp' és v = ¢, jelolések
bevezetésével
S(W)Rp' +6=wx7r+v (3.50)

adodik. Amennyiben a p pont az (01, x1, Y1, 21) rendszerhez képest is elmozdul, akkor
v-hez még hozza kell adnunk az Rp' tagot, amely a p* koordindtak megviltozdsdnak

sebességét fejezi ki az (oo, To, Yo, 20) rendszerhez képest.

3.3. A Jacobi-matrix kiszamitasa

Az el6zb6ekben kiszamoltuk a koordinata-rendszerek mozgasabdl adodé linearis és
szogsebességeket. Most ezen eredményeket felhasznalva meghatarozzuk a robotkar
Jacobi-matrixat, amellyel a direkt sebességkinematikai feladat mar konnyen meg-
oldhaté.

Tekintsiink egy n iziileti robotkart, melynek iziileti paraméterei ¢, ..., q,, ahol
q; = d;, ha az izilet eltold, és ¢; = 0;, ha forgaté. Jelolje

T)(q) = (3.51)

0 1

R(q) o%(g)]

a kéz koordinata-rendszerébdl a bazisrendszerbe képezé transzformaciot, ahol ¢ =

= (q17 s 7QN)T
fiiggvényei lesznek, de ekkor RO és o

a paraméterek vektora. A robot mozgédsa soran a ¢; valtozok az id6

0

. is a t paramétertol fognak fiiggeni. Ebben a

szakaszban megvizsgaljuk a kéz linearis és szogsebességének a kapcsolatat az izileti
sebességek ¢(t) vektoraval. A (3.28]) egyenlet alapjan

S(wn) = RY(R))T (3.52)

ahol W0 a kéz szogsebesség-vektora. Vezessiik be a kéz linedris sebességére a 10 =

= o0 jelolést. Ekkor a direkt sebességkinematikai feladat értelmében olyan J, és J,

3 X n-es matrixokat kerestink, melyek kielégitik a

Juq

(3.53)
Juid

3o 3o

(%
w
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egyenleteket. Ezt a két Osszefiiggést egy kozos képlettel is felirhatjuk

§£=Jq (3.54)

Ug , . J’v
= ng és J= [Jw] (3.55)

Itt fontos megjegyezni, hogy habar a & vektor sebességet jelol, mégsem egy helyval-

alakban, ahol

tozd idO szerinti derivaltja, mert a benne szerepld szogsebesség egy szarmaztatott
mennyiség. A J matrixot a robotkar Jacobi-matrixanak nevezziik. Ez egy 6 x n-es
matrix, ahol n az iziiletek szdma. Vizsgaljuk meg jobban ezt a méatrixot, hogy egy

konnyen kiszamithaté képletet tudjunk adni ra.

3.3.1. A kéz szogsebessége

Az el6z6 szakaszban mar foglalkoztunk az eredo6 szogsebességgel, és a Ossze-
fiiggés altal azt kaptuk, hogy a szogsebességek Osszeadhatdak szabad vektorokként,
feltéve, hogy azonos koordinata-rendszerben vannak felirva. Ez azt jelenti, hogy tgy
tudjuk meghatarozni a kéz szogsebességét a bazisrendszerhez képest, hogy meghata-
rozzuk az egyes iziiletek szogsebességét a bazisrendszerben felirva, majd Gsszeadjuk
6ket. Mivel a robotkar iziiletei forgaték és eltoldk is lehetnek, vizsgaljuk meg a kéz
szogsebességét mindkét esetben.

Ha az i-edik iziilet forgatd, akkor a ¢; izlileti paraméter 0;-vel egyezik meg, a for-
gatas tengelye pedig z,_;. A kordbbiakhoz hasonléan jeldlje w! ' az i-edik szegmens
szOgsebességét, amely az i-edik iztilet mozgasabdl adodik, az (0;—1, i1, Yi—1, 2i—1)

rendszerben felirva. Ez a szogsebesség az ¢ — 1-edik rendszerben kifejezhetd
wih = GizT) = ik (3.56)

alakban, ahol z/_{ = k az i — 1-edik rendszer (0,0, 1)” koordinat4ju bazisvektora.
Abban az esetben, amikor az i-edik iziilet eltold, az i-edik rendszer mozgasa az

1 — l-edikhez képest egy eltolas. Mivel nem torténik forgatas, igy a szogsebességre
wit =0 (3.57)

addodik. Ezért eltold iziilet esetében a kéz szogsebessége nem fiige ¢;-t61, amely most
d;-vel egyenlé.
Az imént kapott Osszefiiggéseket beirva a (3.43)) egyenletbe, a kéz eredd szogse-
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bessége a bazis koordinata-rendszerben
Wl = 6141k + 02Go Rk + - - 4 6,G,RY_ K (3.58)

alak lesz, ahol d; értéke 1, ha az i-edik izilet forgato, illetve 0, ha az iziilet eltolo.
Ha felhasznaljuk az

2 =R)k i=1...,n (3.59)

osszefiiggést, ahol természetesen z) = k = (0,0, 1)7, akkor a fenti egyenlet az
i=1

alakot Olti.
Visszatérve a (3.54) egyenlethez, a benne szereplé Jacobi-matrix alsé fele

Jw == [5120 Ce 5nzn—l] (361)

alakban kaphato meg, ahol elhagytuk a fels6 indexeket a z tengelyek bazisvektorai-

rol, mivel mindegyik a nulladik, azaz a bazisrendszerben van kifejezve.

3.3.2. A kéz linearis sebessége

Mivel a kéz koordinatdja az m-edik rendszerben (0,0,0)7, ezért a linedris se-
bessége egyszertien csak ¢0. Emlékezziink vissza, hogy 02 az iziileti paraméterek

fiiggvénye. Igy a ldnc-szabalyt alkalmazva ennek derivéltja
n 800
.0 n -
=) —q 3.62
o ; dq; ¢ ( )

formara hozhaté. Ezt a (3.54)) egyenlettel dsszevetve azt kapjuk, hogy a J, métrix

1-edik oszlopat
o 0
g, = 9%
Jq;

adja meg. Vegylik észre, hogy ez a kifejezés a kéz linearis sebességével egyenlé abban

(3.63)

az esetben, ha lerogzitjiik az Osszes iziiletet az i-edik kivételével, amelyet egységnyi
sebességgel mozgatunk. Ezt a mddszert felhasznalva a J, matrix oszlopai konnyen
meghatarozhatdak. Most kiilon-kiilon megvizsgaljuk a két lehetséges esetet az iziilet

tipusa szerint.
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Az eltold iziilet esete

Tekintstik el6szor azt az esetet, amikor az i-edik iziilet eltol6. A Denavit-Har-

tenberg konvenci6 alapjan a T transzformdciot felirhatjuk harom leképezés szorza-

taként oly modon, hogy el6szor a kéz rendszerébdl az i-edik rendszerbe transzfor-

malunk, majd abbol az ¢ — 1-edikbe, végiil onnan a 0-adik, azaz a bazisrendszerbe.

Ezaltal a homogén transzformacié az

RO 0 ) )
o =T =TT T =
_ RY, o), R ot R, o,
0 1 0 1 0 1

alakot 0lti. Ebb6l a matrixszorzasokat elvégezve azt kapjuk, hogy

Ry o) R%  RY0% + R o' +0) 4
0 1| |o 1

« /ey

0 _ po0.i 0 i—1 0
0, = Rjo, + R, 10, +0; 4

(3.64)

(3.65)

(3.66)

Osszefiiggés adodik. Azt az esetet vizsgalva, amikor csak az i-edik iziilet mozoghat,

0

az 0)_; és o' vektorok nem valtoznak. Mivel eltolé iziiletrél van sz6, az R) | és az

RY forgatémétrix is konstans. Ezek alapjan of derivaldsaval, amelynek most ¢; = d;

az egyetlen valtozéja, azt kapjuk, hogy

= 08— i D (Rl 4 R ) =
= d’a?z (R?AO;:A)

Emlékezziink vissza, hogy 02_1 = (a; cosb;, a; sin b, dz-)T. Ezt felhasznalva

5 5 a; cos 0;

; o -1\ _jpo 9 | .o,

dzgiciz (lelOl ) — dzRifl 8dZ CLZ Sin 97,

di
amelybol a derivalast elvégezve
a; cos 0; 0
dzR?_laid a; sin 91 = dzR?_l 0 = diZ?_l

o 1
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adédik, azaz o = d;20 . Ezt ésszevetve a (3.54) képlettel azt kaptuk, hogy eltol6
iziiletek esetében

Jv‘ = Zi—1 (370)

K3

A forgato iziilet esete

Ha az i-edik iztlet forgatd, akkor ¢; = 6;. A (3.66) egyenletbdl kiindulva, g;

helyére 0,-t frva, és felhasznélva, hogy RY nem konstans 6;-re nézve, azt kapjuk,

hogy

0 . . . .
02 = aOn P = 8 (R?O:I + R?_10;_1 + 0?_1> 91 =
00, 09, (3.71)
9 0 i 0 i-1)p '
Innen a derivalas elvégzésével
9 0. 0 -1y _ 0 0\ i g o 0 /iy,

adodik. Miel6tt tovabb alakitanank ezt a kifejezést, vizsgdljuk meg a jobb oldal

mésodik tagjat. Mivel 0! ™' = (a; cos 6;, a; sin 0;, d;)", ezért

5 9 a; cos 0; —a; sin 6;
0 i—1\ 4. _ PO : ) _ 1o 3
R¢_189i (01- )Qi = Ri_laiei a;sinb; | 0; = R,_{ | a;cosb; | 0; (3.73)
d; 0
Vegyiik észre, hogy S(k)oi™! = (—a;sin6;, a; cos 0;,0)". Ezt felhasznélva az egyenlet
—a; sin 6;
RY | a;jcosb; | 6; = 6;RY | S(k)oi™? (3.74)
0

alakba frhaté. Ezt az [ = (R?)T R taggal bévitve
0:R)_\S(k)oi " = 0,R)_|S(k)(R)_)"R_ 0" (3.75)
addodik, amely a Osszefiiggés értelmében
9iR?—1S<k)(R?—1)TR?—10§_1 = e.iS<R?—1k)R?—1O§_1 = 9¢5(Z?_1)R?_10§_1 (3.76)

formara hozhaté. Ezzel azt kaptuk, hogy

po 2

i-19g. (o) 0; = 6:S (204 RY. ;0! (3.77)
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érvényes. Visszatérve az eloz6 szamolashoz, arra jutottunk, hogy

8 = o (R od+ Ry (07 b =

100, (3.78)
= éiS(Z?A)R?O:z + éz‘S(Z?fl)R?AOF
amibdl kiemeléssel
0:S (20 ) RV, + 0:S (20 ) RY_0f " = 6:S(20_,) (R0}, + R0} ") (3.79)

adodik. Vegyiik észre, hogy az R0} + R? 0" vektor egyszerfien az i — l1-edik origot

i
az n-edikkel 6sszekotd vektor a bazisrendszerben felirva. Ez onnan latszik, hogy o
az i — 1-edik origdbdl az i-edikbe mutaté vektor, o, az i-edikbdl az n-edikbe mutat,
a forgatasi matrixokkal valo szorzas pedig ezen szabad vektorok koordinatait adjak
meg a bdzisrendszerben. Igy az 6sszegiik kifejezhetd a bazis origdjabdl az n-edik,
illetve az i — 1-edik origéba mutat6 vektor kiillonbségeként.

Ezt, és a (3.9)) osszefiiggést felhasznalva
0:5(z1) (R?Oiz + R?—102_1> = 0:5(21) (02 - 0?—1) = 0i7_y X (091 - 0?—1) (3.80)

azaz 00 = 6,20 | x (02 - 0?71).
Az eredményt ismét Osszevetve a képlettel azt kaptuk, hogy forgatd izi-
letek esetében
Jy, = 2zi—1 X (0p, — 0;_1) (3.81)

ami w = z,_1 és r = 0, — 0;,_1 valasztassal a mar ismert v = w X r Osszefliggésre

vezet.

3.2. abra. Az i-edik iziilet hatdsa a kéz sebességére
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3.3.3. A Jacobi-matrix egyesitése

A J, matrixrél szerzett eddigi ismereteinket osszegezve a
Jy = [Joy Sy -+ - I, | (3.82)

oszlopvektoros eléallitasra a

zi—1 X (0n, — 0;_1) ha az i-edik iztlet forgatd
Jy, = (3.83)
Zil1 ha az i-edik iziilet eltold
Osszefliggés érvényes. Ehhez hasonléan, a J,, matrix
Jo = [JyJug -+ - S (3.84)
alakjara a
z;_1 ha az i-edik iziilet forgato
i = (3.85)
0 ha az i-edik iziilet eltold

eredményeket kaptuk. A két részt egyesitve a (3.54) képlet szerint, egy n izileti
robotkar Jacobi-matrixat
J=1[NhJy... Jp] (3.86)

formaban felirva, az i-edik oszlopra

J; = {%‘1><(0"__0**)] (3.87)

Zi—1

adodott, ha az i-edik iziilet forgato, illetve

LZ[B] (3.88)

ha az i-edik iziilet eltolo.

Vegyiik észre, hogy ezek a kifejezések a Denavit-Hartenberg konvenci6 altal meg-
hatarozott koordinata-rendszereket leir6 mennyiségek. Ezért, ha ezeket mar ismer-
jik, akkor a Jacobi-matrixot mar konnyedén ki tudjuk szamolni bel6liik. Valoban,
a matrix megadasahoz csupan a z; bazisvektorok és az o; origok koordinataira van
sziikséglink. Mivel a direkt kinematikai feladat megoldasa nélkiilozhetetlen a robot-
karok programozasahoz, ez azt jelenti, hogy egyuttal a direkt sebességkinematikai
feladatot is megoldottuk.

Az el6z6 fejezet eredményére visszaemlékezve konnyen meggondolhatd, hogy a

z; vektor bézisrendszer szerinti koordindtait a T &ttérési mdtrix harmadik oszlo-
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panak elsé harom eleme adja meg, az o; origd pedig a negyedik oszlop elsé harom
elemébdl olvashaté le. Tehat csak a T" matrixok harmadik és negyedik oszlopara van
szitkségiink ahhoz, hogy a fenti formulak alapjan kiszamoljuk a Jacobi-méatrixot.
Az itt leirt modszer azonban nem csak a kéz sebességének kiszamitasara alkal-
mas, hanem a robotkar barmely tetszéleges pontjanak sebességét megadhatjuk vele.
Ez a mozgas dinamikai egyenleteinek felirdsakor hasznos, amikor a szegmensek to-

megkozéppontjainak sebességeit kell meghataroznunk.

3.4. Az analitikus Jacobi-matrix

Az el6z6 szakaszban a robotkar geometriai tulajdonsagaibdl vezettiink le Ossze-
fiiggéseket a kéz sebességére vonatkozoan. Ennek megfeleléen az igy kapott métrixot
a geometriai Jacobi-matrixnak nevezziik. Ebben a konstrukcioban a kéz iranyat egy
forgatasi matrixszal, azaz kilenc paraméterrel adtuk meg. Most azt az esetet vizs-
galjuk meg, amikor a koordinata-rendszer elfordulasat harom paraméterrel, azaz egy
minimélis reprezentacidval irjuk le. Az ez alapjan meghatarozott J,(q) méatrixot az

analitikus Jacobi-matrixnak hivjuk. Jelélje mostantol

X = [d(Q)] (3.89)

a(q)

a kéz helyzetét, ahol d(q) a bazisrendszer origdjabdl a kéz rendszerének origbjaba
mutatd vektor, a(q) pedig egy, a kéz bazisrendszerhez viszonyitott elfordulasat leird
miniméalis reprezentécié. Példaul legyen o = (¢, 0,9)T Euler-szogekkel megadva. A

geometriaihoz hasonléan az analitikus Jacobi-méatrixra is felirhato egy

X = m — J.(q)id (3.90)

alaku Osszefiiggés a kéz sebességének meghatirozasara.

Megmutathato, hogy ha R = R, 4R, ¢R. 4 az Euler-szog transzformacio, azaz

cclcp — shsp  —cpsyy — cihelsgp sl
R = |csgp + clcopcp  cipep — clsypsgp  sipsh (3.91)
—cpsh sts¢p cl

ahol ¢ és s a cos és sin roviditése, akkor a hozza tartozo w szogsebesség a

costsinf —siny 0
B(a) = |sintysind cosy 0 (3.92)
cosf 0 1
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jelolés hasznalataval

_gﬁcostbsine—ésin@b
w= |¢Ysinysing + fcost)| =
: W cos 6 + 1) (3.93)
cossinf —siny 0| |¢
= |sin¢sin€ cosyy 0

0| = B(a)a
cos 6 0 1| ¢

formaban &all el6. A fenti Osszefiiggést egyesitve a Jacobi-méatrix korabbi

H — J(q)d (3.94)

w

c sz

Ta)i = L = | s (3.99

amit felirhatunk . '
o m (3.96)

B(a)a 0 B(a)| |&

alakban is. Ekkor a (3.90)) képletet behelyettesitve

-

addédik. Ezek alapjan kaptunk egy moédszert az analitikus Jacobi-matrixnak a geo-

I 0
0 B(a)

I 0

0 Bla) Ja(q)q (3.97)

metriaibdl vald kiszamitasara

! 0 ] J(q) (3.98)

modon, feltéve, hogy det B(a) # 0.

3.5. Szingularitasok meghatarozasa

Azon konfiguracidkat, melyekre a Jacobi-matrix rangja nem maximalis, szingu-
laris konfiguracioknak vagy szingularitdsoknak nevezziik. Ezeknek a vizsgilata az
inverz sebességkinematika szempontjabol fontos, mert latni fogjuk, hogy teljes ran-
gl esetben a megoldas egyszertien kiszamithato.

Tovabbi elnevezés még, hogy a B(«) matrix szingularitdsait reprezentacios szin-
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gularitdsoknak hivjuk. A képletbdl konnyen megmutathatd, hogy sinf # 0
esetén B(«) invertalhatd, ami a egyenlet szerint sziikséges a teljes rangu-
saghoz. Ez ugyanis azt mutatja, hogy az analitikus Jacobi-matrix szingularitdsai
magukban foglaljak a reprezentaci6 és a geometriai Jacobi-matrix szingularitésait.

A 6 x n-es J(q) Jacobi-méatrix definicié szerint meghatéroz egy

§=J(a)d (3.99)

leképezést az iziileti sebességek ¢ vektora és a kéz sebességének € = (v, w)? vektora
kozott. Bz az osszefiiggés azt mutatja, hogy a kéz minden lehetséges sebességvektora

a Jacobi-matrix oszlopainak linearis kombinaciéja, azaz részletesen kiirva
§=Jig1 + Jogp + -+ Jndn (3.100)

adodik. Mivel € € RS, ezért sziikséges, hogy J oszlopai kozott legyen hat linedrisan
fiiggetlen ahhoz, hogy a kéz tetszoleges sebességet el tudjon érni. Ez 6 < n esetén
pontosan akkor teljesiil, ha J teljes rangi. Itt fontos megjegyezni, hogy ez a rang
nem allandd, hanem a ¢ paraméterek fiiggvényében valtozik.

A robotkar szingularitasainak azonositasa tobb okbdl is fontos feladat:

— A szingularitasok olyan konfiguracidkat jelolnek, melyekbdl a kéz bizonyos
irdnya mozgasai nem valdsithatdéak meg, azaz a robotkar veszit a szabadsagi
fokabol.

— Szingularitasoknal korlatos kéz-sebességekhez nem korlatos iziileti sebességek

tartozhatnak, mert ezek kiolthatjak egymast.

— Szingularitasoknal a kézre vonatkozé korlatos erdkhoz és nyomatékokhoz nem

korlatos iziileti erdk és nyomatékok tartozhatnak.

— A szingularitasok altalaban a robot munkaterének peremén, azaz a hatdsuga-
ranak szélén 1évo pontokhoz tartoznak, hiszen ezeknél messzebbre nem juttat-

hato el a kéz.

— A szingularitasok a munkatér azon pontjaihoz tartoznak, melyek elérhetetlenné
valnak a robotkar alaki tulajdonsiagainak tetszolegesen kicsi megvaltoztatasa

esetén. Ez a terhelés altal bekovetkezo esetleges deformalédasok miatt fontos.

— Szingularitasok kozelében nem létezik egyértelmli megoldasa az inverz kine-
matikai problémanak. Ilyen esetekben vagy nincs megoldés, vagy végtelen sok

val.
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Szamos modszer 1étezik a Jacobi-matrix szingularitasainak meghatérozasara. Mi
a J(q) € R®*® esetben azt a tényt fogjuk kihasznalni, hogy egy négyzetes mat-
rix pontosan akkor szinguldris, ha a determindnsa nulla. Altalaban egy det J (q)=0
nemlinedris egyenlet megoldasa nehéz feladat. Egy eljaras, amely ebben segitségiink-
re lehet, az a szingularitasok szétbontdsanak modszere. Ez minden olyan esetben

hasznalhatd, amikor a robotkar példaul gombcsukloval van felszerelve.

3.5.1. Szingularitasok szétbontasa

Az eddigiekben a robotkar helyzetét a szegmensekhez rogzitett koordinata-rend-
szerek segitségével hataroztuk meg, a direkt kinematikai feladat megoldasa altal.
Vegytik észre, hogy a Denavit-Hartenberg konvencié csupan egy szisztematikus méd-
szer ennek elvégzésére. Habar az igy kapott egyenletek fiiggenek a koordinata-
rendszerek megvalasztasatol, maga a robotkar konfiguracidja egy geometriai mennyi-
ség, amely fiiggetlen az 6t leird koordinata-rendszerektdl. Ennek felismerésével lehe-
toség nyilik szamunkra, hogy gombcesukloval felszerelt robotkarok esetén a szingula-
ritdsok vizsgdlatat szétbontsuk két egyszeriibb problémara. Az elsé az tgynevezett
kar-szingularitasok meghatarozasa, melyek a kar, azaz az els6é harom vagy tobb izii-
let mozgasabol adodnak. A masodik a csuklé-szingularitasok meghatarozasa, melyek
a gombcsukld mozgasabol erednek.

Tegyiik fel, hogy n = 6, azaz a manipulator egy harom szabadsagfoku karbol
és egy harom szabadsagfokt gombcesuklobdl all. Ekkor a Jacobi-matrix egy 6 X 6-0s
matrix, és egy ¢ konfiguracié pontosan akkor szingularis, ha det J(q) = 0.

Bontsuk fel a Jacobi-méatrixot a karhoz és a gombcsukl6hoz tartozé részre, majd

particionaljuk tovabb 3 x 3-as blokkokra

(3.101)

J:[JPUO]:[JH Ju]

Jél Jé2

moédon. A forgaté iziiletekre kapott Osszefliggés alapjan az utolsé harom iziiletre

o — [Zg X (06 —03) 24 % (06 —04) 25 X (06 — 05)] (3.102)

z3 Z4 Z5

A gombesuklé tengelyei egy kozos pontban metszik egymast, ezért ha ugy valasztjuk

meg a koordinata-rendszereket, hogy o3 = 04 = 05 = 05 = 0 teljestiljon, akkor

0 0 0
Jo = [ ] (3.103)
Z3 24 25y

alaku lesz. Ez azért hasznos, mert ekkor a Jacobi-méatrix blokkjai alsé haromszog-
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matrixot alkotnak

J 0
J=|"" (3.104)
Jo1 Jao
formaban, melynek determinansa
det J = det Jll det JQQ (3105)

ahol Jyp és Joy 3 X 3-as méatrixok. Itt a Ji; méatrix i-edik oszlopa z; 1 X (0 — 0;_1),
ha az i-edik iziilet forgatd, illetve z;_1, ha az {ziilet eltold, tovabba Jog = |23, 24, 25].

Tudjuk, hogy det J = 0 pontosan akkor teljestil, ha det J;; = 0 vagy det Jos = 0.
Ezek koziil az els6 egyenletet a kar, a masodikat pedig a gombcsukld szingularita-
sai elégitik ki. Ezzel azt kaptuk, hogy a manipulator szingularis konfigurdciéinak
halmaza a két egyenlet megoldashalmazainak uniéja. Fontos megjegyezni, hogy a
Jacobi-matrix ezen alakja nem sziikségképpen adja meg a helyes Osszefiiggést a kéz
sebessége és az izlileti sebességek kozott, csupan a szingularitdsok meghatarozasanak

egyszerlsitését szolgalja.

z
A 4

. >0,=0

z3 (tj_'%

64 6

3.3. abra. A gémbcsukld szingularitasa

Az el6z6 egyenletekbol azt kaptuk, hogy egy gémbcesuklé pontosan akkor van
szingularis konfiguraciéban, ha a z3, z4 és z5 vektorok linearisan Osszefiiggoek. Ez
akkor fordulhat el6, amikor a z3 és a z5 tengelyek egy egyenesbe esnek. Minden olyan
konfiguracié, amelyben két forgatd iziilet tengelye egybeesik, szingularitast eredmé-
nyez, mivel ekkor egyenl6 nagysagu, de ellentétes iranyt forgatasok nem valtoztatjak
meg a kéz helyzetét. A fenti konfiguracié a gombcsuklo egyetlen szingularitdsa, és
ez a geometriai felépitése miatt elkeriilhetetlen. A kar-szingularitasok az adott ma-
nipulatorhoz tartozé Ji; matrix kiszamitasa utan det J;; = 0 megolddsaval konnyen
meghatarozhatoak.

Ez a feladat els6sorban az tutvonalkeresés szempontjabdl fontos. Olyan gorbe
mentén szeretnénk mozgatni a robot kezét, amely vagy elkertili a szingularitasokat,

vagy olyan iranyban halad at rajtuk, amelyre 1étezik egyértelmii megoldas.
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C e,

05 = 180°

N

3.4. abra. Az antropomorf robotkar szingularitasai

3.6. Az inverz sebességkinematikai feladat

Korabban emlitettiik az inverz sebességkinematikai problémat, melynek kiindu-
lopontja az
E=Jg (3.106)

egyenlet, amely az iziiletek ¢ sebességgel torténo mozgasabol eredo kéz-sebességet
adja meg. Az inverz feladat célja, hogy megtalalja azon ¢ iziileti sebességeket, me-
lyekre adott £ esetén a fenti Osszefiiggés teljestil, azaz amelyekre kéz az eloirt &
sebességvektorral mozog. Ha a Jacobi-métrix négyzetes és nem szingularis, akkor ez

a probléma egyszertien megoldhaté egy invertalassal, hiszen
Gg=J% (3.107)

Azon manipulatorok esetében, amelyek nem pontosan hat iziiletbdl allnak, a
Jacobi-matrix nem invertalhat6, hiszen nem is négyzetes. Ebben az esetben az in-
verz feladat pontosan akkor oldhato meg, ha £ benne van a J oszlopai altal kifeszitett
térben. Ez egyszertien eldonthetd a kovetkezd rangvizsgalattal, amelyet linearis al-

gebrabdl ismeriink.

3.6.1. Allitas. Egy & vektor akkor és csak akkor van benne egy J(q) mdtriz képte-
rében, ha rangJ(q) = rang[.J(q)|¢].

Ennek megoldasara szamos algoritmus létezik, példaul az egyik ilyen a Gauss-
eliminacio.
Van azonban egy érdekes modszer abban az esetben, amikor n > 6. Ekkor a ¢

megoldast J jobb oldali pszeudoinverze segitségével is megkaphatjuk.

3.6.1. Definicié. Legyen m < n. Ekkor egy J € R™*"™ matrix jobb oldali pszeudo-

inverzén azt a J* matrixot értjitk, melyre JJ* = I, ahol I € R™*™,
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Ezen pszeudoinverz megkonstrualdsahoz felhasznaljuk a linearis algebra alabbi

eredményét.

3.6.2. Allitas. Minden J € R™™ mdtrizra, ha m < n és rangJ = m, akkor a

(JJT) mdtriznak létezik inverze.

Ebben az esetben (JJT) € R™*™ ésrang(JJT) = m. Ekkor az allitas értelmében
felirhaté a
(JIDYIJIH =1 (3.108)

egyenlet, amelybol atzardjelezéssel

T =1

(3.109)
JJt =1

adodik. A fenti kifejezésben a J* = JT(JJT)~! métrixot J jobb oldali pszeudoin-
verzének nevezzik, mivel eleget tesz a definiciénak, azaz JJ+ = I € R™ ™. Vegyiik
észre, hogy JTJ € R™" ¢és altalaban J*J # I.

Innen méar konnyen beldthato, hogy egy megoldéast szolgaltat a
Gg=JY+ (I —J"I)b (3.110)

kifejezés, ahol b € R” tetszbleges vektor. Ennek igazolasahoz egyszeriien csak be kell
helyettesiteni a (3.54]) egyenletbe, azaz szorozzuk be balrél mindkét oldalt J-vel.

Jg=J(Jre+ (I = J*I)) =
= JJTE+J(I =T )b = (3.111)
= JJTE+ (T = JTHI)b

Kihasznalva, hogy J* pszeudoinverze J-nek, azt kapjuk, hogy
JITE+(J—JJT b=+ (J—J)b=¢ (3.112)

Altalaban, m < n esetén (I — J*J) # 0, és minden (I — J*.J)b alakii vektor J
nullterében van. Ez azt jelenti, hogy ha ¢ az iziileti sebességek egy olyan vektora,
amely g = (I — J*J)b alaku, akkor Jg = 0, vagyis az iziiletek ¢ sebességgel torténd
mozgatasa esetén a kéz egy helyben marad. Ezért, ha ¢ egy megoldas, akkor ¢ + ¢
is megoldds minden g = (I — J*J)b esetén, ahol b tetszbleges vektor.

A J matrix jobb oldali pszeudoinverze egyszertien megkaphaté a szingularis ér-

tékek szerinti felbontasabol.

3.6.3. Allitas. Minden J € R™" mdtriz felbonthaté J = USVT alakban, ahol
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UeR™™ ésV e R"™™ ortogondlis mdtrizok, ¥ € R™*™ pedig a szinguldris értékek

matriza.

Ekkor a pszeudoinverz felirhaté
Jr=vytut (3.113)

alakban, ahol U és V' ortogondlis matrixok,

1
%51

ot = h (3.114)

pedig a szingularis értékek inverzeinek n x m-es matrixa.

Hasonlé modszert alkalmazhatunk akkor is, amikor az analitikus Jacobi-matrixot
hasznaljuk a geometriai helyett. Az iziileti sebességek és a kéz sebessége kozotti
kapcsolatot az analitikus Jacobi-méatrix a egyenlet alapjan

X = Ja(a)d (3.115)

formaban adja meg. Tehat az inverz sebességkinematikai feladat ismét egy linea-
ris egyenletrendszer megoldasara vezethetd vissza, amely az el6zoekhez hasonléan
oldhaté meg.

A egyenletet még egyszer derivalva kapjuk az

X = L@+ 5 (Jal)d (3.116)

gyorsuldsi egyenletet. Ez alapjdn, ha adott a kéz gyorsuldsdnak X vektora, akkor az

izliletek pillanatnyi gyorsulasanak § vektorat a

d

b=X— = (Jul@)i = Tu(@)i (3.117)

egyenlet megoldasabol kapjuk.
A hat szabadsagfoki manipuldtorokra alkalmazva a fentieket, az inverz sebesség-

és gyorsulasegyenletek
G=1Jalg)'X (3.118)

valamint

G=Ja(q)"'b (3.119)

alakban irhatéak fel, feltéve, hogy det J,(q) # 0.

34



4. Osszefoglalas

Az el6z6 fejezetekben azokra a kérdésekre kerestiik a valaszt, hogy hogyan hata-
sebességét, valamint hogy milyen iziileti paraméterek segitségével érhet6 el, hogy a
kéz adott helyzetbe keriiljon, vagy hogy adott sebességgel mozogjon. Ezek megvala-
szolasa érdekében bevezettiik a Denavit-Hartenberg konvenciét, amellyel konnyen le
tudtuk irni a szegmensekhez illesztett koordinata-rendszerek helyét és elfordulasat,
azaz megoldottuk a direkt kinematikai feladatot.

A sebességkinematikai probléma keretében megismerkedtiink a ferdén szimmet-
rikus matrixokkal, a szogsebességgel és ezeknek a forgatasi matrixokhoz vald viszo-
nyaval. Levezettiink néhany képletet az eredd linearis és szogsebesség kiszamitasara.
Ennek segitségével meghataroztuk a robotkar Jacobi-matrixat, amellyel a kéz sebes-
ségét mar konnyen meg tudtuk adni. Ezek utan megvizsgaltuk a manipulator szin-
gularitdsait, azaz azon konfiguraciékat, melyekre a kar veszit a szabadsiagfokabol.
Végiil megoldottuk az inverz sebességkinematikai feladatot, melynek eredményekép-

pen tetszoleges sebességgel és gyorsulassal tudtuk mozgatni a robot kezét.
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