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Bevezetés

Az elektronikus jegyzet a BMF Kanddé Kalméan Villamosmérnoki Kar eérvényes

tantervében szerepl6 Digitélis technika |, tantargy oktatési anyagat tartalmazza. A jegy-

zet hdrom f6 részben:

§ Adigitdlistechnika elméleti alapjai,
§ Adigitalishalézatok, és

§ Digitalisintegralt aramkorok, és alkalmazasuk

fejezetekben térgyalja a kételez6 tananyagot. A tananyag elsgjatitasét segitik a tantermi

foglalkozdsok sordn megoldott példak, és otthoni feladatok. A gyakorlati készseg
fejlesztését szolgdljék laboratoriumi  gyakorlatok. Mindezekhez bdséges oktatasi

segédlet Al anappali, alevelezd, és atavoktatasos hallgatok részére.

A digitélistechnika modszereivel az informacié leképzés, miivel etvégzes és az eredmé-
nyek tovabbitésa kétértékii elemi informécidk (bitek) sorozatéval, digitdlis szavakkal

torténik. A kUlonbdzé miveletvégzések egyszerti logikali dontések sorozatara
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vezetheték vissza. Ugyancsak logikai miveleteket kell végezni, pl. két - kilonb6zo
mennyiség értékét hordozo6 - informécié kozotti viszony (kisebb, nagyobb, egyenld)
megdllapitasihoz.

Miel6tt a digitadlis technika alapjairdl irnank, roviden ismerkedjink meg — a teljesség
igénye nélkil — az e - technikat megal apozo legjel entésebb személyek munkéssagaval.

George Boole (1815-1864) angol matematikus foglakozott legelészor a formdlis logika
algebrai szintii leirasaval és alkotta meg a réla elnevezett algebrat, melyet 1847-bena "
The Mathematical Analiysis of Logic " cimii kbnyvében tett kozzeé.

C. Shannon mérndk-matematikus 1938 -ban megjelent 'Switching Theory' cimii
konyvében adaptdlita el6szor G. Boole agebrga kétdlapoti kapcsol belemeket
tartalmazo logikai rendszerek leirésara. Az informécidelmélet megal apitasa is nevéhez

flizédik, az informaci6 alapegysegét is tiszteletére rola nevezték el

Azota hihetetlen mértéki fejlodés kdvetkezett be a technika és ezen bellll is a logikai
rendszerek fejlédésében és akamazésaban. Ez a fejlodés mind az elmélet, a
rendszertechnika mind pedig a technologia terlletén igen gyors volt és természetesen
ma is még az. A technolégia fejlédésén természetesen itt elsdsorban az aramkori
elemek és az ehhez kapcsolodd logikai illetve aramkori rendszerek szerelésének
automatizélasra lehet gondolni. Erdekes megfigyelni - véleményem szerint a technika
fellodésében egyeduldlé modon - hogy voltak idoszakok amikor a technoldgia
fejlédése - konkrétan a nagy bonyolultsagu integralt aramkorok, a mikroprocesszorok

megjelenése - késziletlenll érte az elméletet, szinte lehagyva azt.

A kovetkezé felsorolés teljesen dnkényes, de mindenképpen olyan tudomanytorténeti
neveket tartalmaz akik igen nagy meértékben elsegitették a logikai rendszerek
elméletének kidolgozasat, fejl6dését,

Evarist Galois (1812-1832 ) Francai matematikus a modern algebra egyik aganak
megal apitdja. Az dtala létrehozott és rola elnevezett csoportelmélet adja a kodolés
elmélet, a kriptogréfia elméleti hétterét. Rovid éete alatt hozta |étre ezt a nem éppen
konnyen elsgjatithatd el méletet, még egyetemista koraban parbajban meghalt.
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Wilkes angol matematikus aki 1954 es években kifejlesztette a mikro-programozas
elméletét, amelyet a technologia akkori szintjén még igen koltséges lett volna
alkalmazni. Ez az elmélet tobbek kozott a szamitogépek kdzponti vezérlGegysegenek
tervezéshez adott univerzalis megoldast. Elsé alkalmazasai kozott az igen népszerti IBM

360 -as szamitogep is szerepelt.

1964-65 években Mealey és Moore mérnokok a logikai rendszerek tervezésének egy
olyan zart j6l alkalmazhat6 elméletét adték meg, mely a kor eszkzbazisdnak megfelelé
alkalmazasét tette |ehetévé.

Az 1971-es évre tehet6 az integrdlt aramkori gyartastechnoldgia olyan mértéki
fejlodése, hogy lehetéségge vat a szamitdgépek kodzponti egységének megval Ositésa
egy vagy tobb tokban, vagyis megjelent a mikroprocesszor. Azéta a fejlédés még
inkdbb felgyorsult és szinte nincs az iparnak, a szorakoztato-iparnak, a kereskede-
lemnek, a mezégazdasagnak, a szolgaltatasoknak olyan terllete, ahol a nagy integ-
ratsagl és olcsd digitdlis rendszerek ne terjedtek volna €. Kis tulzéssa azt
mondhatnénk, hogy az utolso egy két évtized a digitélis technika korszaka volt és talan
még marad is. Az integrdt ramkorok gyartéstechnologiganak fejlédését igen jol
mutatja az , hogy az 1972-es évek kdzkedvelt 18080 tipusi mikroprocesszora még csak
megkozelitéen 4700 tranzisztort tartalmazott, mig ma a kereskedelemben |ehet kapni
olyan Pentium alap mikroprocesszort és egyéb rendszertechnikai elemeket tartalmazo

chipet mely 150 millié tranzisztorbdl épil fel

Természetesen nem csak mikroprocesszorokat fejlesztettek ki, de mas univerzalisan,

vagy nagy sorozatban haszndhaté aramkori készletek is kialakultak:
§ memoriak
§ programozhat logikai elemek: FPGA, stb.
§ berendezés orientdlt integralt aramkorok
§ célaramkorok, pl. Quarz 6rak

Az integrdtsdg meértékének novekedésével egyre tobb funkcid kerlilt egy tokba ( chip-
be ), amely jelentésen megnovelte a kivezetések szamat is. Ezeknek a nyomtatott
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aramkori lemezre valo bellltetésére a hagyomanyos technolégia nem volt alkalmas,
ezért kifelesztették a fellletszerelési technolégiakat ( angolul Surface Mount
Technology = SMT) és akatrészeket ( angolul Surface Mountage Devices) SMD.

Az egy chipben leintegralt logikai funkciok olyan bonyolultakka valtak, hogy tesz-
telésiikre mar a hagyomanyos médon nem volt lehetéség, ezért ki kellett fejleszteni Uj
megoldésokat erre a feladatra, és ezek a ma oly kdzkedvelt szimulacids programok
illetve hardware leiré nyelvek ( VHDL).

Nagyon kevés miiszaki szakterlletet lehet talani, amelynek csak megkozelitéen is
akkora irodalma volna mint a digitélis technikénak illetve rendszereknek. Ugyanakkor
és ez talédn elentmondasnak tinik, hogy ritka az olyan szakterilet is amelyben olyan
rovid id6 aatt lehet olyan tudésra szert tenni , mellyel mé& egész komoly logika
rendszerek épithetok fel. Az ellentmondast az oldja fel, hogy ma mar nem elegendé ha
egy rendszer miikodik, ez csak egy aapkovetelmény, de annak szamos esetben igen
nagy megbizhatoséggal, konnyli szervizelhetéséggel, versenyképes aron kell megva-
l6sulnia. Es az ilyen "hiba tiird" rendszerek tervezése és szervizelése nagy tudast

igényel.
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A DIGITALISTECHNIKA ELMELETI ALAPJAI

1.1. Logikai alapismeretek

Mint ahogyan azt a bevezetoben is emlitettik, a digitélis technika a miszaki, technikai
folyamatok megval 6sitasara alkalmas berendezések, automatak tervezéséhez szilkséges
elmélettel, modszerekkel, és aramkorokkel foglalkozik.

A tervezendd készilékek, berendezések be-, és kimeneteinek jelel (logikai vatozoi)
csak két értéket vehetnek fel, és a dontések a formdlis logikdban hasznélt mivel eteken
alapulnak. A vatozdk teljes halmazt alkotnak, amelyet esemeénytérnek is nevezhetlink.

A kovetkezokben el6szor oOsszefoglaljuk réviden a haszndlt halmazelméeti alap-
fogalmakat. Mad targyaljuk a logikai algebra rendszerét, valamint alkalmazasi
lehetéségeit, mddszereit.

1.2. Halmazelméleti alapfogalmak

Halmazon vaamilyen kdzos tulajdonsaggal rendelkezé dolgok Osszessegét értjuk. A
halmazhoz tartoz6 "dolgok Osszessegét” a halmaz elemeinek nevezik. Az adott tulaj-
donsagokka nem rendelkezé dolgok Gsszessege alkotja a komplemens vagy kiegészité
halmazt.

A halmazok lehetnek végesek vagy végtelenek a halmazt alkoté elemek szamatdl
flggéen. Két specidlis halmazt is definidnak: Ures halmaz melynek egyetlen eleme
sincs, és a teljes vagy univerzalis hamazt, amelyet valamely halmaz és ennek

komplemens - e akot.

Egy hamaz dtaldban tovabbi részekre Ggy nevezett részhalmazokra is oszthatunk,
mely Ugy jon létre, hogy az adott halmazhoz még tovabbi sziikito feltételt is rendel Uink.
Példaul vegylk egyszeriiség kedvéért a természetes szdmok halmazat. A természetes
szamok részhalmazai lehetnek pl. a primszamok, a 2-vel vagy a 3-a oszthaté6 szamok
stb.
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Azon részhalmazt mely minden eleme része két vagy tébb halmaznak, azt a két halmaz
kozos részének (metszet) vagy latin kifgjezéssel élve a két halmaz konjunkcio - janak

mondjuk.

A természetes szamok kozil tartalmazza az A halmaz a 2-vel, a B halmazt pedig a 3-
mal oszthaté szamokat. Azok a természetes szdmok melyek 2-vel és 3-mal is oszthatok
a két halmaz kozos részét mas szoval metszetét képezik. Altalanosan tehét az A halmaz
elemei 2i ahol i 1 [1,¥],aB hamazé3j ahol j1 [1, ¥], ésigy akozos rész hamazét a
6k ahol k1 [1, ¥] szédmok képezik. A kdzos rész jeldlésére a halmazelméetben al,
vagy C jelet haszndljak.(A L B, vagy A C B)

Azon elemekbdl felépllé halmazt mely tartalmazza mind az A mind pedig a B ( vagy
esetleg tobb hamaz ) elemeit a két halmaz egyesitett halmazénak vagy unidjanak
nevezzik. Latin széval ez a miveletet a diszjunkcio. Elébbi példanknd maradva az
egyesitett halmaz elmei 61, 6i-2, 6i-3, 6i-4 (i=1,2,3...). Az uni¢ jeldlésére az U, vagy a
V jeloléseket hasznaljék. (A U B vagy A V B)

A halmazok és a rajtuk értelmezett miveletek jOl szemlétethetok (a J.Venn és Veitch
matematikusrol elnevezett ) diagramokkal is. A teljes halmazt egy négyszoggel, mig a
részhalmazokat egy zart alakzattal célszeriien egy korrel —aVenn diagramban 1.8bra -
vagy ugyancsak négyszoggel jeldlik a 2.8bra szerinti Veitch diagramban.

)| [@

Venn részhal mazok részhal [ngzok
diagram metszete egyesitese
1. dbra
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BLEI -

B / B / B

Veitch M etszet Egyesités
diagram _ - _
AcBc¢cCcD AuBuCubD
a b. c
2. &ora

A Veitch diagramban minden valtozd |GAZ értékéhez a teljes halmaz (esemény-tér)
fele, mig a masik térfél ugyanezen valtozd tagadott értékéhez tartozik. (Az algebrai
leirdsnd a valtozo folé-huzésaval jeldljik a tagadast). Az dbra négyvatozos halmazt
dbrézol. A peremezésnél vonalak jelzik, hogy az egyes valtozok melyik térfélen IGAZ
értékiiek. A 2.b. dbrén a metszésnek (ES miivelet) azt a vétozatat szemlélteti, amelyik
mindegyik vatozé valamelyik értékének kozos terilete. Ez metszi ki a legkisebb elemi
terlletet, ezért nevezik ezt minterm - nek. A 2.c drén az Gsszes valtozd valamely
értékeihez tartozd egylttes terlilet. Az egyesitett terlilet a legnagyobb részterilet,
amelyet maxterm -nek neveznek. Mind a két kitlintetett teriiletbsl 2" —en darab van,
ahol n avatozok szama.

1.3. Alogikai algebra

A logikai algebra aBoole agebra aapjaira épil. Kiegészitésekkel a digitalis rendszerek
tervezésére, elemzésére alkalmas algebrava fejlodott.

A tovabbiakban 6sszefoglaljuk a logika algebra alapjait. A logikai aramkorok késsbb
sorra kerllé ismertetésenél, valamint azok mikddésének megértéséhez az algebrai

alapok biztos ismerete elengedhetetien.
P Logikai valtozok, és értékik

A logikai algebra csak kétértekii logikai valtozok halmazéra értelmezett.

9.olda
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A logikai vatozok két csoportba oszthatok, igymint
flggetlen-, és
flgge vatozokra

Mindkét csoport tagjait a latin ABC nagy betiiivel (A, B, C ... X, Y, 2) jedljik.
Altaldban az ABC els5 felébe ess betiikkel afliggetlen, az utolso betiik valamelyikével,
pedig afliggo valtozokat jeloljik.

A vatozok két logikai értékeaz | GAZ, ill. aHAMI S érték. Ezeket 1-¢l, ill. O-val is
jeldlhetjik (IGAZ: 1, HAMIS: 0).
1.4. A logikai algebra axiomai

Az axiomak olyan elére rogzitett kikotések, alapéllitasok, amelyek az algebrai
rendszerben mindig érvényesek, viszont nem igazolhatok. Ezen allitésok meghatarozzak
a hamaz elemeit, a miveleteket, azok tulajdonsagait. A tételek, viszont az axiomak

segitségével bizonyithatok.
1. Az dgebrakétértékii elemek halmazéra értel mezett.

2. A halmaz minden elemének |étezik a komplemens -e is, amely ugyancsak
eleme a halmaznak, tehét teljes halmazt alkotnak.

3. Az elemek kozott végezheté midvel etek
§  akonjunkci6 (logikai ES), illetve
§  adiszunkcio (logikai VAGY).
4. A logikai miiveletek tulajdonsagai:
§  kommutativ—ak ( atényezok felcserélhetdk ),
§  asszociativ—ak (atényezok csoportosithatok),

8 disztributiv — ak (a ké&t mivelet elvégzésének sorrendje felcse-
rélhetd).
10.olda
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5. A halmaz kitlintetett elemei az
§  egység elem ( értéke ahalmazon belll mindig IGAZ ), ésa
§ null elem ( értéke ahalmazon beltil mindig HAMIS).

A logikai algebra a felsorolt axiomakra épul. A logikai feladatok technikai
megval 0sitdsdhoz a halmaz egy elemének komplemenést képezé mivelet is szilkséges.
Ezért a miiveletek kozott a logikai TAGADAS (més szohaszndlattal nem, negacio,

invertal&s) is szerepel.

1.5. L ogikai miiveletek

A logikai algebra a kovetkezé logikai miveleteket alkalmazza. A vatozdk logikai
mivel etekkel dsszekapcesolva alkotnak egy logikai kifejezést.

§ ES (konjunkcid, AND) - logikai szorzas;
§ VAGY  (diszjunkcio, OR) - logikai Gsszeadas;
§ NEM (negécio, invertalas, NOT) - logikai tagadas.

A felsorolt miveletek koziil az ES, ill. a VAGY miivelet két-, vagy tobbvaltozos. Ez azt
jelenti, hogy a vatozdk legalabb két eleme, vagy csoportja kozott értelmezett logikai
kapcsolatot hataroz meg. A tagadas egy valtozos mivelet, amely a valtozok, vagy

valtozécsoportok barmelyikére vonatkozhat.

A tovabbiakban ismerkedjink meg az egyes logika miiveletek definicigjaval, és
tulgjdonsagéval.

b AzES(AND) mivelet

A logikai véltozokkal végzett ES miivelet eredménye akkor és csak akkor 1GAZ, ha
mindegyik vétozé értéke egyidejilleg | GAZ. A logikai algebraban az ES kapcsolatot

szorzassal jeldljuk (logikai szorzas).

(Megjegyzeés: alogikai szorzés jelet - akar csak az Euklideszi algebréban - nem szokés
kitenni, igy a tovabbiakban mi is eltekintlink ettol).
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Az
AB =K

logikai fliggvényben az A és aB afliggetien valtozok, aK pedig afliggé valtozo, vagy
eredmeény. Jelentése pedig az, hogy a K akkor IGAZ, ha egyidejileg az A és a B is
IGAZ.

Fontos: a példaban szerepld fliggetlen valtozok egyedi valtozok, vagy egy-egy masik
logikai fliggvény megoldasanak eredményel islehetnek

1.Példa;

Ahhoz, hogy egy szobdban a lampa vilégitson, alapvetéen két feltételnek kell

teljestlni:
- legyen hél 6zati feszliltség;
- akapcsol 6 bekapcesolt allapotban legyen.

Szoban megfogalmazva: ha van halozati feszlltség és a kapcsold bekapcsolt, akkor a
l&mpa vilégit. (Az egyéb kovetelmények teljesiilését, hogy az aramkor elemei jok
feltételezzik.) Ebben az egyszerti technikai példéban a halézati feszliltség és a kapcsolé
allapota a fuggetlen-, a ldmpa mitkddése, pedig a fliggd valtozo. Mindharom tényezé
kétértékii.

b AVAGY (OR) mivelet

A logikai valtozokkal végzett VAGY miivelet eredménye akkor |GAZ, ha a fuggetlen
véaltozok kozul legalabb az egyik IGAZ.

Algebrai formaban ezt a fliggetlen valtozdk dsszegeként irjuk le (logikai 6sszeadas). Az
A+B =K

alaku algebrai egyenléségben a K eredmény akkor IGAZ, havagy az A, vagy a B, vagy
mindketté IGAZ.
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2.Példa:

Erre a logika kapcsolatra ismert technikai példa egy gépkocs iranyjelzdjének
mikddését ellendrzd lampa. A vezet6 el6tt a miszerfalon levé lampa vilagit, ha a kiilsé
iranyjelzék kozil vagy ajobb oldali, vagy a bal oldali jelzélampacsoport vilégit. Azt az
allitast, hogy jobb oldali jelzés van, jeldlje J és azt, hogy bal oldali ajelzés, pedig B. Az
eredményt, hogy a belsé elendérzé lampa vilagit, jeloljik L-lel. A miikddést leiré
logikai egyenl 6ség:

B+J=L
alaki lesz.
b A TAGADAS (INVERS) mivelete

A logikai tagadast egyetlen valtozon, vagy csoporton végrehgjtott miiveletként értel-
mezzik. Jelentése, pedig az, hogy ha a valtoz6 | GAZ, akkor a tagadottia HAMIS és
forditva. Algebrai leirdsban a tagadast a valtozo jele folé hlzott vonalal jeldljuk. Ezek

szerint a
K=A

egyenl6ség azt jelenti, hogy aK akkor IGAZ, haaz A HAMIS. ( Széban A nem - nek,
A felllvonasnak vagy A tagadottnak mondjuk.)

Az

A*B=K

Osszefiiggés azt irja le, hogy az eredmény (K) csak akkor igaz, ha az A*B logikai ES
muvel et eredménye HAMI S értéket ad.
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3.Péda:

A tagadés miiveletének el6zéek szerinti értelmezése alapjan abban a példaban, amelyet
az ES miivelet magyarézatara hoztunk azA (A nem) azt jelenti, hogy nincs hélézati
fesziiltség, ill. a B (B nem) jelenti azt, hogy a kapcsold nincs bekapcsolva. Az ered-
mény tagadésa (K ) azt fejezi ki, hogy a lampa nem vilagit. Az el6z6ek aapjan a
gépkocs iranyjelzését ellenérzé lampa mikodését leird Osszefliggésben is értelme-
zhetjik a J-t (jobb oldali jelzés nincs), a B -t (bal oldali jelzés nincs) és az L - t
(ellenérzé ldmpa nem vil &git) jel 6lések technikai tartalmét.

1.6. A logikai miiveletek tulajdonsagai

A kovetkezékben a logikai ES, vaamint logikah VAGY miveletek tulajdonsagait
elemezzik.

P Kommutativitas ( tényezsk felcserélhetdsége )

A leirt szemlétet6 példékat vegyik ismét el6. Azt dlitottuk, hogy ha van halozati
fesziiltség, és a kapcsol 6 bekapcsolt, akkor aldmpa vilégit. Az eredmény véltozatlan, ha
az alitasok sorrendjét felcseréjik, vagyis ha a kapcsolé be van kapcsolva és van
halOzati fesziltség, akkor vilagit a lampa. Ez a latszélagos szdjatek arra utal, - ami
dtalanosan igaz - hogy az ES miiveletekben a valtozok sorrendje felcserélhets, amely
algebrai formaban az

AB =BA
azonossaggal irhato le.

Az el6z6ekhez hasonléan meggy6zodhetink arrdl is, hogy a VAGY miiveletekben is
felcseré hetd -ek az egyes dllitasok. Ervényes a

J+B=B+J
azonossag.

Tehat mindkét tobbvaltozés logikai miivelet kommutativ.
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P Asszociativitas (atényezsk csoportosithatésaga)

A két logikai miivelet tovabbi tulgjdonsaga a mivel eti tényezék csoportosithatdésaga is,
vagyis az asszociativitas. Algebrai alakban az

ABC =A(BC)=(AB)C =B(AC)
ill. az
A+B+C=A+(B+C)=(A+B)+C=B+(A+C)

azonossagok irjak le az asszociativ tulgjdonsagot. A zardjel - a matematikai algebréhoz
hasonldan - a miveletvégzés sorrendjét irja eld. Eszerint a haromvétozds ES, ill.
VAGY miiveletet Ugy is elvégezhetjik, hogy elébb csak két valtozoval képezziik az ES,
ill. aVAGY kapcsolatot, majd annak eredménye és a harmadik vatozd kdzott hajtjuk
végre az el6irt miveletet.

P Disztributivitas (amiiveletek azonos értékiiek )

A harmadik jelentés tulajdonség, hogy a logikai ES, valamint a logikai VAGY azonos
ertékd miivelet. Mindketté disztributiv a masikra nézve. Algebrai formaban ez a

kovetkezéképpen irhato le:
A(B+C)=AB+AC
A+BC=(A+B)(A+C)

Az €elst azonossag aakilag megegyezik a matematikai algebra miveletvégzés
szabdlyaval. A mésodik azonossag csak a logikai algebraban érvényes. Kifeezi azt,
hogy egy logikai szorzat (ES kapcsolat) és egy dlitss VAGY kapcsolata Ugy is
képezhetd, hogy elgszor képezzik a VAGY miiveletet a szorzat tényezoivel és az igy
kapott eredményekkel hajtjuk végre az ES miivel etet.

A logikal miiveletek megismert tulgjdonsagai segitségével alogika kifejezések algebrai
atalakitésa hajthatd végre, és igy lehetéség van a legegyszeriibb aaku kifgezés
megkeresésére. Ezt a késtbbiekben még részletesebben fogjuk targyalni.
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1.7. Alogikai algebratételei
A tovébbiakban felsoroljuk afontosabb tételeket, azok részletes bizonyitésa nélkl.

P Akitlintetett elemekkel végzett miveletek:

1*1=1 0*0=0
I*A=A 0*A=0
1+1=1 0+0=0
1+tA=1 0+A =A

P Azazonos valtozokkal végzett miveletek:
A*A=A A*A =0
A+A = A A+A=1

Fontos. hogy az A-val jelzett logikai valtozd nem csak egy valtozo, hanem egy logikai

miivel etcsoport eredmeényeét is jelentheti.

P Alogikai tagadasra vonatkozo tételek:

=A

> ||
il

=A

Altalanosan: a paros szaml tagadéas nem véltoztatja meg az értéket, mig a pératlan

szamU tagadas azt az ellenkezdjére vatoztatja.

P Logikai kifeezéstagadasa:

(A+B)=A*B A*B=A+B

Az el6z6 két tétel az un. De Morgan - tételek, amelyek altaldnosan azt fogalmazzak
meg, hogy egy logikai kifejezés tagadasa Ugy is elvégezhet, hogy az egyes valtozokat
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tagadjuk, és a logikai miveleteket felcseréljik (VAGY helyett ES, ill. ES helyett
VAGY miveletet végzink).

b Altalanos téteek:
AA+B)=A A+AB=A

E két tétel a miiveletek disztributiv tulgjdonsaga és a mér felsorolt tételek segitségével a
kovetkezoképpen bizonyithato:

A(A+B)=AA+AB=A(1+B)=A
A+AB=(A+A)A+B)=A(A+B)=A
P Tovabbi altalanostételek
A(A +B) =AB
A+AB=A+B
AB+AB=B
(A+B)(A+B)=B
AB+BC+AC=AB+AC
(A +B)(A+C)=AC+AB

A legutdbb felsorolt tételek is bizonyithatdk az alaptul gjdonsagok segitségével.

1.8. Algebrai kifejezések

A tovabbiakban ismertetiink néhany modszert, amelyeket az algebrai kifejezések étala-
kitdsandl gyakran hasznalunk.
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P Azalgebrai kifejezés bovitése.
Egy logikai szorzat értéke nem vétozik, ha a kifejezés és az 1-el logikai szorzatat
képezzik (ES).
AB=AB*1
Az 1-et, pedig felirhatjuk, pl. (C +C) alakban. Tehat:

AB = AB(C+C) = ABC+ABC

Egy logikai Osszeadéds nem fog megvaltozni, ha a kifejezés és a O logikai Osszegét
képezzik (VAGY):

D+E=D+E+0

A 0-t kifejezhetjilk F* F alakban. A bdvitést végrehajtva az

D+E=(D+E)+F*F=(D+E+F)(D+E+F)
azonossagot kapjuk.

Ennél a bovitésnél felhasznaltuk a disztributivitast leird egyik algebrai dsszeflggést,

mely szerint

A+BC=(A+B)(A+C)

Az el6z6ben ismertetett bovitési szabaly megforditva egyszeriisitésre is felhasznal hato.
4.Péda:

Igazoljuk atételek kozott felsorolt

AB+BC+AC = AB +AC
azonossagot!

Elsd Iépésként a baloldal mindharom tagjat kibovitjik Ugy, hogy szerepeljen bennik
mindegyik flggetlen véltozo (A,B,C).

AB(C+C)+BC(A +A)+AC(B+B) =
= ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC
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Az igy kapott hat szorzatot tartalmazo kifejezésben ketté - ketté azonos. Ezek kozll egy
- egy elhagyhat6 az A + A = A tétel analogigara (pl. ABC +.... + ABC = ABC). Ezeket
jeléltik egyszeres, illetve kettés aldhlizéssal.

Masodik |épésként a bovités forditottjdt veégezzik, vagyis ahol lehet az azonos
tényezoket, kiemeljik.

ABC +ABC +ABC + ABC = AB(C +C) + AC(B +B) = AB + AC
A zér6jelekben levs kifejezések 1 értékiiek.
Ezzel igazoltuk az eredeti azonossagot.

Algebrai kifejezés tagadasa ( a De Morgan - tételek alkalmazésa).

ABC + ABC + ABC = (ABC) (ABC) (ABC) =
=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)=
(AA+AB+AC+AB+BB+BC+AC+BC+CC)(A+B+C)=

Az aadakitasna el6szér a De Morgan - tételt haszndltuk (elsd és mésodik sor). A
kovetkezd |épésként az elsd két zérojeles kifgjezés logikai szorzatdt (ES miivelet)
képeztik (az eredmeény aldhlizva).

Az aldhuzott részt célszerii tovabb egyszeriisiteni az AA=0,éa BB=0 tényezék
dhagyasaval, illetve a CC =C helyettesitéssel. Majd tovébb is egyszertisitheté a
C kiemelésével.
(AB+AC+AB+BC+AC+BC+C)=AB+AB+C(A+B+A+B+1)=
=AB+AB+C

A zargjelben levo kifejezés azonosan 1, mert alogikai 6sszeadas egyik tagja 1. Térjink

vissza az eredeti kifejezéshez, amelynél a zardjelbe tett kifejezések ”Gsszeszorzasa',
majd a lehetséges tovébbi &alakitas utdn ( pl. az alahlzott kifejezések értéke O stb.)
kapjuk meg avégeredmeényt.
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=(AB+AB+C)(A+B+C)=ABA +ABA +AC+ABB +ABB +CB +
+ABC+ABC+CC=AB+0+AC+AB+0+CB+ABC+ABC+0=
=AB(1+1+C)+C(A+B+AB)=AB+C

5.Példa:

Igazoljuk a

DF +EF =F +DE
azonossagot!

Elsé megoldas:

DF +EF = (D+E)F =(D+E)+F = DE+F
Mésodik megoldés:

DF +EF = (DF)(EF) = (D +F)(E +F) = DF + FF + DE + EF =
DF +F+DE +EF = F(D+1+E)+DE =F +DE

1.9. Logikai figgvények

A miiszaki, technikai feladatok donté hanyada logikai dontések sorozatara épil. A
logikai dontések elemei az allitasok, amelyek értékei, és logika kapcsolatuk hatarozza
meg a dontések eredményét. A feladatokat megval 6sitdé dramkorok, logikai hél6zatok
bemeneteire kapcsolt — az allitéasoknak megfelelé - kétértéki jelek a fluggetlen logikai
valtozok, mig a kimeneteken megjelené — ugyancsak kétértékii — jelek a kovetkeztetések
logikai értéke, és ezek a flggo logikai vatozok. A flggd-, és a flggetlen valtozok
kozotti logikai kapcsolatot irjak le a logikai fuggvenyek. Minden fliggé valtozora —
kimeneti értékre —felirhatd egy-egy fuggvény.

A logikai fuggveény olyan egyenldgség, amely Valtozoi kétértékiiek, és ezek kozott csak
logikai miveleteket — ES, VAGY, TAGADAS — végziink-
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A fuggvények megadasa — leirasa — torténhet
§ algebrai alakban,
§ tablazat segitségével,
§ matematikai jelolésekkel,
§ grafikus modon,
§ idgfliggvény formajaban.
A felsorolt leirédsi médok teljesen egyenértékiiek, és egymasha atirhatok!

A logikai kifeezések, fuggvények algebrai leirasanak szabdlyait az 1.3. alfejezetben
ismertettik. Az aldbbiakban a tovabbi megadas formakat, és ezek kapcsolatat
targyaljuk.

P Logikai feladatok leirasa tablazattal

A logikai formaban megfogalmazhatd, miiszaki, szamitasi és irényitési feladatokban
mindig véges szamu elemi dlitas szerepel. Ezek mindig csak két értéket vehetnek fel,
vagy |GAZ - ak, vagy HAMIS - ak. Ebbdl kovetkezik, hogy a flggetlen vatozok
lehetséges érték-variacioinak a szama is véges. Minden egyes variécidéhoz a flggo

valtozd meghatéarozott értéke tartozik.

A logika kapcsolat leirasanak tablazatos formga az igazsagtablazat. A téblézat
rendelt fuggovaltozo(k) értékét, amit flggvényértéknek is nevezhetink. Az igazsag-
tablazatban minden logikai véaltozd IGAZ értékét 1-el, mig a HAMIS értéket O-val
jeloljuk.

Osszefoglalva: az igazsagtablazat oszlopainak szama az osszes logikai valtozo

szaméval (figgd valtozok szama + fliggetlen valtozok szama), sorainak szama pedig a

fuggetlen valtozok lehetséges kombinécidinak szamaval egyezik meg.

A lehetséges értékvariaciok szamét (V-t) atalanosan a V=2" Gsszefliggéssel hataroz-
hatjuk meg, ahol n az dsszes fliggetlen logikai valtozd szama.
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Megjegyezzik, hogy ataldban csak egy fluggo valtozot tartalmazd igazsagtablazatot
irunk fel. Azokban az esetekben, ha egy logika kapcsolat-rendszerben tobb fliggd
véaltozo van, célszeriibb mindegyikre kilon-kulon felirni az igazsagtablazatot. Ezzel
attekinthetébb képet kapunk.

A logikai alapmiiveletek igazsagtablazatait mutatjaa 3. dbra.

K=AB K=A+B K =R
B|A|K B|A | K A | K
0|0|O 0|00 0|1
oO(1(0 0O(1]1 110
1101]0 11011
1111 1111

3. dbra
6.Példa;

frjuk fel a

Z=AB+AB

logikai fliggvény igazsagtablézatét! A 3.abran kovethet6 aleirt miivel etsor.

Elsd |épésként az igazsagtablazat oszlopainak és sorainak a szamét hatdrozzuk meg.
Mivel két fuggetlen-, (A,B) és egy flggd valtozd (Z) van, az oszlopok szama 3.
(4.a.dbra). A sorok szama a fliggetlen valtozok szamdabdl (n=2) aV = 2n = 22 = 4 dssze-

flggéshbdl szamolhato.

Masodik |épésként az értékvaridcidkat irjuk be. (4.b.dbra).Célszerii ezt Ugy
végrehajtani, hogy az egyik oszlopban (pl. az A) soronként valtjuk a0, és az 1 beirasat.
A kovetkezé oszlopban (B) parosaval valtogatjuk az értékeket. (Nagyobb sorszamna a
kovetkezé oszlopoknd négyesével, majd nyolcasaval varidunk s.i.t.) A beirdsnak ez a
rendszeressege biztositja, hogy egyetlen variacié sem marad ki.

22.0ldal



Zalotay Péter: DIGITALISTECHNIKA

Elméleti alapismeretek 1.fejezet
B|A|Z B|A|Z B|A|Z
0|0 0|0]|O0
01 0|11
10 101
11 1/1]0
a b. C.

4. dbra

Harmadik |épés az egyes sorokba irand6 Z érték meghatérozésa. Ezt Ugy végezhetjik
el, hogy aflggetlen valtozoknak értékeket adunk, s az adott fliggvényt kiszamitjuk.

1l.sorban: A=0,B=0
Z=0*1+1*0=0
2.sorban:  A=1,B=0
Z=1*1+00=1
3.sorban: A=0,B=1
Z=00+1*1=1
4.sorban: A=1B=1
Z=1*0+0*1=0
A példa szerinti logikai fliggvény igazsagtablazata a 4.c.dbran |athato.

Az el6z6 példa egy sokszor hasznélt fliggvény-kapcsolat, az un. KI ZARO-VAGY
( XOR) miivelet. (Nevezik modul6 dsszegnek is.) A mivelet eredmeénye akkor 1, ha a
két vatozd kozul az egyik 1. Tobb vatozova is végezheté moduld - Osszegzés, és

eredmeénye akkor 1, hapératlan szamu flggetlen vatozo értéke 1.
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P Logikai fuggveny felirdsa az igazsagtablazatbol

Az €6z6 pontban megismerkedtink az igazsag-tablazattal, amely a logikai
kapcsolatrendszer leirdsanak egyik formga. Példa segitségével mutattuk be, hogy ismert
logikai fliggvénybél hogyan irhaté fel atablazatos alak.

Ebben a részben azt targyaljuk, hogy ha ismert az igazsagtablazat, hogyan lehet abbdl
felirni alogikai figgveényt.

Az igazsigtéblézat egy sora a flggetlen vatozok adott kombinécigjét, és az ehhez
tartozo fluggvény értékét adja.

Az egy sorban levs értékeket az ES miivelettel lehet dsszekapesolni. A kil énbdzé sorok
pedig kilonbtzé esetnek megfelelé variacidkat irnak le. Tehat egy adott idopillanatban
vagy az egyik sor vagy egy masik sor variécigja érvényes. A sorok logikai kapcsolata
VAGY miivelettel irhatd le. Vegyik példakeént az 5.8bréan lathat6 igazsagtabl zatot.

C|B|A|K
0/0|0]|O0
0|0|1]1
0|1|0]|1
o|1|1]1
11000
11010
11101
17110
5. &ora

A téblazatbdl kétféle alaku flggveény irhato fel a kovetkezo alités alapjan:
A fuggvényérték | GAZ
§ azokban a sorokban, amelyekben afliggo valtozoé 1, illetve

§ nem azokban a sorokban ahol fliggé vatozo 0.
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Az alitas elsb fele szerint fel kell irni az 1 értékhez tartozd sorok vatozokombinaci-
Oinak VAGY kapcsolatét.

A mésodik rész szerint a 0 értékhez tartoz6 sorokhoz tartozé vatozokombinaci dinak
VAGY kapcsolatat, majd az egyenl6ség mindkét oldalat tagadni kell.

A példa szerinti igazsagtablazatbdl irjuk fel elészor a fuggetlen valtozok 1 értékeihez
tartozo fuggvény algebrai alakjat.

Az igazsagtablazat tartalmat a kdvetkezéképpen olvassuk ki. A K jelt flggs vatozd
értéke 1 (IGAZ),

haC=0ésB =06ésA =1 (2.sor),vagy
haC=0ésB =1 éA =0 (3.s0r),vagy
haC=0ésB=1ésA =1 (4.sor), vagy
haC=I1 ésB=1 ésA=0(7.sor).
Az A,B,C ésK valtozok kdzotti logikal kapesolat az el6bbiek szerint
K = ABC+ABC +ABC+ABC
alakban irhato fel.

A flggvény rendezett ES-VAGY aak(. Az ES mivelettel dsszekapcsolt részekben
mindegyik valtoz6 szerepel egyenes (pondlt) vagy tagadott (negalt) alakban, vagyis a
Veitch diagramnal definidlt minterm.

Az egyes minterm -ek kozott pedig VAGY miveleteket kell végezni. Az ilyen
fliggveényalakot idegen széva diszjunktiv kanonikus alaknak (teljes diszjunktiv normal

forméanak) nevezzik.
A felirés szabdlya a kdvetkezo:

1. azokat a sorokat kell figyelembe venni, amelyeknél a fliggd valtozd értéke 1;
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2. az egy sorban levd fliggetlen valtozok kozott ES miveletet kell végezni, ahol a
flggetlen valtozo igaz (egyenes, mas kifejezéssel pondlt) alakban irando, ha értéke 1
és tagadott (negélt) alakban, ha értéke 0;

3. az egyes sorokat leir6 ES miveletd rész-fliiggvények VAGY miivelettel kap-
csol6dnak egymashoz.

A kiindul 6 alités mésodik része szerint:
Azt nézzik meg, hogy mikor nem IGAZ (HAMIS) akovetkeztetés.
A K akovetkezé kombinaciokndl (sorokban) 0, (vagyis K )

ha C=0ésB=0ésA=0 (1.sor) vagy

ha C=1ésB=0ésA=0 (5.sor) vagy

ha C=1ésB=0ésA=1 (6.s0r) vagy

ha C=1ésB=1ésA=1 (8.sor).

A leirt logikal kapcsolatot a

K = ABC +ABC + ABC + ABC
figgvénnyel irhatjuk le. Ebbsl aK értékét mindkét oldal tagadasaval nyerhetjik.

K = ABC + ABC + ABC + ABC
A baloldalon K-t kapunk. A jobb oldal atalakitését a de Morgan - tételek alkalmazésaval
végezhetjik el.

K = (ABC) (ABC) (ABC) (ABC) =
=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)
A kapott fliggvényt elemezve, megéllapithatjuk, hogy a fiiggvény VAGY-ES alakd. A
zargjeles VAGY miveletek mindhdrom flggetlen vétozét (A,B,C) tartalmazzak
egyenes vagy tagadott alakban. Ezek maxterm -ek, melyeket a Veitch diagramnal
definidltunk. Az elsé maxterm az igazsagtablazat elso sora szerinti dlitas - vagyis, hogy
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az A=0 és B=0 és C=0 - tagadasa. A tovabbi tagokat vizsgdva latjuk, hogy ezek is egy-
egy olyan sornak atagadésai, melyben K=0.

Az e6z6ek alapjan most mar megfogalmazhatjuk, hogy az igazsagtablazatbdl gy is
felirhatjuk afeladatot leird logikai fliggvényt, hogy

1. azokat a sorokat vessziik figyelembe, melyekben a fliggd valtozo értéke O;
2. az egy sorban levé fliggetlen valtozok kdzott VAGY kapcsolatot irunk € d;

3. a flggetlen valtozot egyenes alakban irjuk, ha értéke O és tagadott alakban, ha
értéke 1;

4. az egyes sorokat leir6 VAGY fliggvényeket ES mivelettel kell Gsszekapcsolni.

Azt alogikai fuggvényt, amely maxtermek logikai szorzata idegen széval konjunktiv
kanonikus alakdnak, rendezett VAGY-ES fuiggvénynek (teljes konjunktiv normdl
alakunak) nevezzik.

P Logikai fuggvenyek matematikai, egyszerisitett felirasi alakjai

Mivel alogikai vatozonak két értéke — O, illetve 1 — lehet, ezért ezt tekinthetjik egy

bindris szamjegy -nek is.

A flggveny egy - egy maxterm — jét, vagy minterm - jét, oly médon is leirhatjuk, hogy
az hanyadik eleme a mintermek, illetve maxtermek rendezett soranak.

A sorszdm kiszamolasahoz els6 1épésként a valtozokhoz a binéris szamrendszer egy-
egy helyértékét kell hozzarendelniink, vagyis stlyozunk. Azért tehetjik ezt, mert a
logikai valtozok értéke O, vagy 1 lehet, és a valtozdk kombinacidinak értéke formailag
egy binéris szamot alkotnak.

A sllyozés kivalasztasa utén az egyes kombinaci0kban a pondlt valtozo helyére 1-t, mig
a negdlt helyére O-t irunk. Az igy kapott szam lesz az adott maxterm, vagy minterm
sorszam-a ( sllya). A szdmolast binaris szdmrendszerben végzzik, de az indexet
decimdlisan fogjuk irni, mivel ez kevesebb helyet igényel.
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7.Példa;

Legyena C, 22,8, 21, A, 20 stlyozasi. Ekkor a

" : ’ 1% 2 x ol * 0 _ —
CBA mintermstlya: 1* 2 +0* 27 +1* 2~ =101g =5
aC+B+A maxtemsilya 0% 22 +1% 21 +0% 29 = 0105 = 2.

A mintermeket az mi" jeloléssel helyettesithetjik, ahol az m jelzi, hogy a logikai
egység minterm, a felsd index v a valtozok szamat, az also index i pedig a sorszamot
jelenti.

Hasonl6an a maxterm -eket is helyettesithetjiok a MY jeldléssel. Az indexek (v,i)

jelentése ugyan az, mig az M jelzi, hogy alogikai kifejezés maxterm.

A leirtakat a példaban szerepl6 kifejezésekre (ugyanazon vatozd stlyozésnal) a

= 3
CBA, mg

C+B+A, M3
helyettesitéseket alkal mazhatjuk.
P Fuggvéenyek megadasa matematikai alakban
Az ismertetett helyettesitésekkel a diszjunktiv, valamint konjunktiv kanonikus alaku
flggveények is rovidebben leirhatoak. Vegylk példanak az el6zéekben felirt fliggvények
alaki helyettesitését az A , 22,8, 21,C, 20 véaltozo sllyozés alkalmazasaval :
K = ABC+ABC +ABC+ABC
3 3 3 3
K =My +my+mg+my
K=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)
— 3 3 3 3
K=MZ*Mg*M5*M g,

28.0ldal



Zalotay Péter: DIGITALISTECHNIKA

Elméleti alapismeretek 1.fejezet

A fuggvények felirdsatovabb is egyszeriisitheté oly modon, hogy
megadjuk a fliggvény — alak -ot
a valtozdk szamat, és

a fuggvényben szerepld term —ek sorszamait.

ac..)
A diszjunktiv alakot a a
A
OC.-)
konjunktiv alakot a formdban irjuk.

A két minta fuggvény egyszerisitett felirasa ( ugyanazon vatozo-silyozast alkal-

mazva):
K= 53 (2,3,4,6)
3
K =0 (7,6,2,0)

P Kanonikus figgveny-alakok kozotti atalakitas

Az el6z6ekben megismertiik, hogyan lehet a logikal feladat igazsagtéblézatabdl felirni a
logikai fliggvény két kanonikus alakjét.

Az egyik kanonikus alaku fluggvény egyszeriisitett (indexelt) formga alapjan
nagyon egyszeriien felirhatd a masik rendezett alak egyszeriisitett formgja.

Az aalakitas menete a kodvetkezd:

az ismert flggvény aapjan felirjuk az inverz fluggvényt (amely az alap flggvény
tagadottja), ezt a hianyzé indext term — ek alkotjak,

pl. haismert adiszjunktiv alak:

X
I
Qoo

3
K =8 (234.,6) ) (0,1,5,7)
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ismert a konjunktiv alak:
3 _ 3
K =0 (7.6,20) p K =0 (5431

az inverz fuggveny tagadasaval nyerjik a masik alaku rendezett flggvényt. A
tagadéskor a fliggvény - tipugele az ellenkezéje lesz, és mindegyik index (i) B-1—es

Kiegészitojét ( i ) kell vennlink a kdvetkezé dsszefliggés alapjan:

i=(2-1-i
A tagadasok elvégzése utan
— 63 )
K =8 (0,15,7) = K =0 (7.6,2,0)

K =0 (5:431) b K=23(2346)

1
Qo

megkaptuk a keresett alaku fliggvényeket.
P Alogikai fuggvények grafikus megadasa
A logikai fliggvények gyakori abrazolési modjai:
alogikai miveletek szimbdlumaival megrajzolt logikai vazlat,

sikban, vagy térben a Veitch diagrambdl sz&rmaztatott minterm -, és maxterm —
diagram, illetve a Karnaugh — diagramok segitségével,

az id6 fuggvényében ragjzolt grafikon formajaban.
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P Logikai vazat

A szimbolumokkal torténé abrazolas az &ramkori megvalOsitast segité megoldas,
amelyet az elmult fél évszézadban tobb valtozatban is szabvanyositottak. Az érvényes

eurdpai, és hazai szabvanyok kozos jellemzoi:
§ aszimbdélum kerete négyszog,

§ anégyszogbeirt jeldlésutal alogikai funkciora,

wn

a fliggetlen valtozokat jel zé bemenetek a keret bal oldaldhoz,

wn

mig a fliggd valtozdkat jelzs kimenetek a keret jobb oldaldhoz csatlakoznak.

logika
i

bemenetek jelole kimenetek

S

A be, és kimenetek jeleit dtaldban a csatlakozo vezetékre kel irni. (Ettol eltéro
felirdssal az Osszetett szimbolumokndl taldkozunk.)

Nemzetkdzileg a szabvanyositéast az 1970 — es években kezdték el. Addig orszagonkeént,
gyartd cégenként szabvanyositott szimbolumokat hasznaltak. A moddokrdl, és azok
vatozésardl a mellékletben adunk attekintést. A 6.abran csak alogikai aapmiivel eteket
szemléteté szimbolumokat mutatjuk be.
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M agyarorszagon TEXAS jel6lések 1975-t6l
1950-60 1967-t6l szabvényos

ES _
(AND) |

ES-NEM —
(NAND) —

VAGY —
(OR) —

VAGY-NEM _—
(NOR) _

NEM
(INVERS)

KIZARO-VAGY
(XOR) ]

KIZARO-VAGY -
NEM

(NXOR)
méaskép
EGYENLO
(EQUALENCIA)

T A S O L

6. dbora
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A feezetben példakent felirt figgvény kétféle kanonikus alakjanak logikai vazlatét
mutatjaa 7.a. ésb. dbrak.

Ae [&] Ae 1]
T |
ey LT
Be Be - &
DL Y-« Si=l
1k — 1 —
Co = =him < i
a b.
7. dora

1.10. Grafikus &bréazolas
P Karnaugh diagram

A grafikus brézolésainak egyik vatozata, hogy logikai sik-, vagy térbeli geometriai

alakzatot rendel tink.

A fuggvényhez rendelt geometriai alakzat peremén adjuk meg a logikai valtozok jeleit.
Ezzel adjuk meg azt, hogy az alakzat melyik részén 1GAZ értékii ez a valtozd. (Az
aakzat masik részén — értelemszeriien — a véltoz6 HAMIS értéki.). Ezt a jeldlés
rendszert peremezésnek nevezzik. A binarisan kédolt peremezési vatozatot nevezzik
Karnaugh téblazatnak. Hasznaljdk még az oldal mellé huazott vonala torténd
peremezést is. A tanulmanyainkban a Karnaugh téblazatot fogjuk hasznalni, mivel az
igazsagtéblézatbdl torténd atirés egyszeriibb. A 8.4bra harom valtozos (A B C) logikai
fuggvény megadéasdhoz hasznalhat6 sikbeli elrendezés kétféle peremezését mutatja.

BA
A No 01 11 10
1

0

Cl

8. dbra
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Mindkét vétozat formailag a Veitch diagrambdl szarmaztatott. A kilénbségek a
valtozdék megadasanak (a peremezésnek) modjdban, valamint abban van, hogy egy
elemi négyszdg mintermet, vagy maxtermet is jelképezhet. Egy n vétozés flggvény

2" db elemi négyzetbol alo tablézatban szeml éltethets.

Az eljarés a 8.abra alapjan kovetheté. A halmazt egy négyszdgben dbrazoljuk. Minden
valtozd IGAZ értékéhez a teljes terlilet egyik felét, mig a HAMIS értékéhez pedig a
masik felét rendeljik. Az értékeket a négyszog szélére irt, vonallal (minterm / maxterm
tabla vagy diagram), illetve kodolassal (Karnaugh-diagram) adjuk meg. A tovabbiakban
aKarnaugh - diagramot haszndjuk. Tobb valtozo esetén a felezést Ugy folytatjuk, hogy
a vatozokhoz rendelt tertileteket joI meg lehessen kilonboztetni. A véltozok kodolasét
(kijelolését) ugy kell végezni, hogy az egymas melletti oszlopok, ill. sorok mindig csak
egy vatozéban térjenek el egymastdl. A Hamming - tévolsag 1.

A héromvaltozés Karnaugh - téblézat oszlopaihoz a BA vatozd-péar lehetséges érték-
kombinaciot rendeltik. Az oszlop-peremezést Ugy kell végezni, hogy a szomszédos
oszlopok csak egyetlen valtozé-értékben kilonbozzenek. A harmadik valtozo C értéke
szerint két sora van a tablazatnak. Az egyikben C=0, a mésikban pedig C=1. Az egyes
elemi négyszogekhez tehat a valtozok kulonbozo értékvariacio tartoznak. A peremezés
megvaltoztathatd, de csak Ugy, hogy a szomszédos sorok, oszlopok egy vatozdban

kilonbozhetnek. (A tablazat széls6 oszlopal, illetve sorai mindig szomszédosak ).

A 9.dbran a négy vatozés Karnaugh diagram |athaté

BA
DC\ 00 01 11 10
00
01
11
10

9. dbra

A 10.8bran az 5, a 11.abran pedig a 6 valtozos tablazatot |éthatjuk. (Az dbrézolas méd
legfeljebb 6 valtozoig akalmazhatd szemléletesen.)
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Az 6t-valtozos tablazatot célszerii két négy-valtozos tablazatbdl ugy kialakitani, hogy a
két rész peremezése csak az egyik valtozoban - itt pl. aC —tér el egymastal.

CBA
ED_ 000 001 011 010 100 101 111 110
00
01
11
10

10. dbra
A 6 valtozos tablazatndl fliggélegesen dupléazzuk meg atablazat elemeit.

CBA
FED 000 001 011 010 100 101 111 110
000
001
011
010

100
101
111
110

11. &bra

fgy négy egyforma 4 véltozos egységeket kapunk. Az egyes rész-tablézatokban négy
vétozét (ABED) azonosan varidlunk. Az eltérés vizszintesen a C, mig fliggslegesen az
F valtozo.

Az eddigiekben csak az dbrézolas formai részével foglalkoztunk. Nézzik most meg a
logikai tartalmat is. A két hozzérendelés szerint beszélink Kp ill. Ks diagramrdl. A p
index arra utal, hogy az elemi celldban logikai szorzat (produktum), mig az s a logikai
Osszeget jelenti (summa). Tehédt a Kp jelolés az ES-VAGY, mig a Ks a VAGY-ES
mivel etes teljes fliggvényal akot adja meg.
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A logika flggvényt diszunkt alakjat agy kell a Kp diagramban dbrézolni, hogy a
flggvényben szerepl6 mintermeket reprezental 6 celldkba 1-et irunk.

A konjunkt alakot Ks diagramban &brézoljuk oly mddon, hogy a megfelel6 max-
termeket jelent6 celldkba irunk 1-t. ( A O-t egyik valtozatban sem szokték kiirni, a cella
ures).

A fejezetben mér leirt példa Karnaugh diagramjai |athatok a 12.a. ésb. dbrakon.

BA Kp BA Ks
C\ 00 01 11 10 C 00 01 11 10
0 111 0 1 1|1
1 1 1 1
a b.
12. &ora

P 1défuggvény megrajzolasa

A fuggvény minden valtozojanak idébeli lefolyasat dorézoljuk fazishelyesen egy-egy
derékszogii koordinéta rendszerben. A modszert elsddlegesen az egyes digitais
dramkorok vizsgdlatana akamazzuk oly maodon, hogy a bemeneteket (fliggetlen
valtozokat) ismert digitais jelekkel gerjesztjiik. Az d@amkor kimenetén —
oszcilloszképpal - mért jel a fluggvény eértékének valtozésdt adja meg. A be-, és
kimenetek jeleibdl a vizsgdlt aramkor logikai flggvényének barmelyik alakja
meghatérozhato.

A fejezetben mér ismert logikai fliggvény be-, és kimeneteinek idéflggvényét mutatja a

13. dbra. A bemeneteket binaris kod szerint valtozé kombinécidsorozattal gerjesztjik

A szaggatott vonalak jelzik a gerjesztések valtozasanak idépontjait. A matematikai
leirdsnal haszndlt valtozé-stlyozéssal irtuk fel az egye kombinacio binaris sorszamat.
Ebbdl kozvetlentl kiovashatd, hogy a K kimenet IGAZ értékii lesz, ha a bemeneteket a

2, 3, 4, és 6 sorszamu kombinaciok valamelyike gerjeszti.
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4 000 001, 010, 011, 100, 101 110 111 000

13. dbra

1.11. Alogikai fliggvények egyszeriisitése

Az igazsagtéblézat aapjan felirt kanonikus alaki fuggvények a legtdbb esetben
redundansak, tehat egyszertisithetéek. A redundancia azt jelenti, hogy a megadott

informaci6 tébb, mint amennyi az egyértelmi fliggvényleirashoz szikseges.

Az egyszeriisités sordn a logikai algebra megismert tételeinek felhaszndlasaval olyan
alakot nyerhetiink, amelyben kevesebb miivelet, és vagy kevesebb valtozo szerepel. Az
egyszertisitésre azért van szilkség, mert ez utén a feladatot megval 6sitd logikai hél 6zat
kevesebb aramkort, vagy programozott rendszer ( mikrogép ) programja kevesebb

utasitast tartalmaz

Az algebrai médszer mellett kidolgoztak grafikus, illetve matematikai egyszeriisitési

eljérésokat is.

A felsorolt egyszeriisités (minimalizalas) eljardsokat a fejezetben bemutatott

igazsagtéblézattal leirt logikal feladat segitsegével ismertetjik.
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A 14. doran lathato feladat igazsagtébl azata:

C|B|A|K
0/0|0]|O0
0/|0|1]|1
0O|1|0]1
o|1|1]1
11000
11010
171,01
11110

14. dbra

P Algebrai egyszerisités

A logikai agebra targyalasakor mar bemutattunk néhany atalakitasi eljarast. Itt egy
Ujabb példa segitségével végezzik e afeladat legegyszeriibb alakjanak megkeresését.
a. Egyszertisités a diszunktiv alaku fuggvénybol

K = ABC+ABC +ABC + ABC
El6szor keressiik meg, hogy vannak-e kozos részeket tartalmazé mintermek. Ezekbdl
"emeljuk” ki akdzos részeket!

K = AB(C +C)+AC(B +B)

A zargjelekben 1évé mennyiségek értéke 1, ezért azok alogikai szorzatbdl elhagyhatok.

A Kkeresett, legegyszertibb fliggvényalak a kdvetkezo:

K =AB+AC
b. Egyszeriisités konjunktiv alaku rendezett figgvénybdl

K=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)
Hasonldan az €l6z6 egyszeriisitéshez itt is végezhetliink — a disztributiv tulajdonsag
alapjan - "kiemeléseket” amaxterm - ekbdl.

K =((A+B)+CC)((A +C)+BB)
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A CcC és BB tényezok értéke O és ezért alogikai Gsszegekbsl elhagyhatok. A keresett
legegyszeriibb fliggvényalak tehat:

K = (A +B)(A +C)
c. lgazoljuk akét alakbdl kapott fliggvények azonossagat, vagyis hogy igaz az

AB+AC = (A +B)(A +C)
egyenl 6seg.

Végezzik el ajobb oldalon a”beszorzast”!

(A+B)(A+C)=AA+AB+AC+BC
A kapott kifejezésben az €l s6 tényez6 0. A negyedik tényezot ” szorozzuk” 1-€l.

0+AB+AC+BC(A+A)=AB+AC+BCA +BCA

A kOzOs részek "kiemelése” utan

AB(1+C)+AC(1+B) = AB+AC
azargjeles kifegjezések elhagyhatdk, mivel értékik 1. A kapott eredménnyel igazoltuk az
eredeti egyenl6ség azonossagat.

Ezzel bizonyitottuk, hogy az igazsagtablazatbdl a két - ismertetett - modszer barmelyi-
kével ugyanazt a flggvényt kapjuk.

Osszefoglalva: megéllapithatjuk, hogy az igazsagtablazatbol rendezett ES-VAGY
(diszjunktiv kanonikus) alakt vagy rendezett VAGY-ES (konjunktiv kanonikus) alaku
logikai fuggvényt irhatunk fel. A két alak azonos figgvényt ir le.

P Grafikus egyszeriisités Karnaugh —tablazattal

A leirt kikotések betartasaval - az €l6z6 fejezetben megismert - mindkét logikai
flggvényalak (diszjunktiv, ill. konjunktiv ) dbrézolhatd, és egyszeriisitheté Karnaugh —
diagram segitségével. A Karnaugh diagramok — min ahogyan azt az €l6z6 fejezetben
megismertik - az igazsagtablazatbol kozvetlenll felirhatok.
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a. Kp diagram hasznélata.

A Karnaugh diagram egyes celldiba kell beirni a fliggetlen vatozdk (A,B,C) megfelel6
kombinaci6ihoz tartozo fliggo valtozé (K) értéket (15.4bra).

Az A=0,B=0,C=0 kombinéciénal a K értéke 0, tehat a BA=00 oszlop és C=0 sor ata
meghatarozott cellaba 0-t kell irni és igy tovabb.

BA Kp
C\_00 01 11 10
0 111
1 1

15. &ra

A 0 értékeket nem fontos beirni, ugyanis az egyszerisitésnél csak az 1 értékii cellékat

vesszik figyelembe.
Vizsgdjuk meg a diagram utolsd oszlopéban [évo két cellatartalmat.

A felsg cella tartalma az ABC , mig az also celléé ABC minterm. Mivel mindkét cella
értéke 1, azt jelenti, hogy mindké minterm a flggvény tagja, és kozottik VAGY
kapcsolat van. A két minterm -bél alé fuggveényrész egyszertisitheto.

ABC + ABC = AB(C +C) = AB
A példa aapjan is bizonyitottnak tekinthetjik, hogy ha két — ében érintkezd — celldban
1 van, akkor ezek 6sszevonhatok, vagyis az a valtozd kiesik, amelyikben kilonbéznek a
cell&k. Az dsszevonhatdsagot lefedd hurokkal szokas jeldlni (16.8bra):

A Kop
00 01 11 10

Aa/cj/«iﬁvfi\k/zs
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A lefedett (Osszevont) cellak VAGY kapcsolata adja az egyszeriisitett flggvenyt:

K =AB+AC
b. Ks diagram hasznal ata.

Az egyszeriisitett fliggvényalakokna targyaltakhoz hasonléan a Kp és a Ks diagramok
isfelrajzolhatok egymashdl.

Az &rajzoldsna a peremezés, és a cella-értékek komplemens -ét kell irni, vagyis 0
helyett 1-e, ésforditva. A 17.8bran |&that6 a példa Ks diagramja:

BA Ks
11 10 00 01
1 1
B+A 0 1) 1) 1le— |~ _
s _
17. &bra

A cell&k most maxtermeket tartalmaznak, ezért az egyszertisitett fuggveny az dssze-
vonasok (lefedések) kozotti ES miivelettel irhato le:

K =(A +B)(A +C)

c. Tobb cella 6sszevonasa

A logikai fuggvények kozott vannak olyanok is, melyeknél tobbszords algebrai

Osszevonas is végezheto.

Keressilk meg a kovetkezé négy (A,B,C,D) vatozés logikai fliggvény legegyszeriibb
aakjat!

A vdétozokat silyozzuk az A, 2°,B, 2',C, 2°,D, 2°, szerint. A fiiggvény
egyszerisitett alakja

4
F=§ (810,12,13,14,15)

Rajzoljuk meg afliggvény Karnaugh téblézatét (18.4bra).
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BA (00 (D 3 (2
DC 00 01 11 10

(0) 00
(4 01
(12) 11/ 11|11
(80 10| 1
18. dbra

A Karnaugh diagram — egyszeriisitett alaka figgvény aapjan torténé — felrajzol asat
konnyiti, ha az egyes sorok és oszZlopok sulyat decimdlisan is jeldljuk. Ezt tettik a
zargjelbe irt szamokkal.

Eldszor irjuk fel a harmadik sor rész-flggvényét algebrai alakban, mivel mindegyik
celldban 1 értékii a fuggveny.

ABCD +ABCD +ABCD + ABCD = BCD(A +A)+BCD(A +A) =
=BCD+BCD =CD(B +B) =CD
Az algebrai sorozatos kiemelések utan két valtozo (A,B) kiesett.

Ugyanezt kovessik végig Karnaugh diagramon is. A 19.48bran az els egyenlségjel
uténi két kettds dsszevonas |athato.

A OO0 G @
DC\_ 00 01 11 10

(0) 00
_ 4) 01
PP T @ [ DA D
8 10| 1 1 \BCD
19. &ora

Mindkét lefedésnél kiesett az A valtozd. A két haromvaltozos rész-fliggvényben kdzos a

CD logikai szorzat, tehét dsszevonhatd. A grafikus modszernél ez egy kdzos |efedéssel
jelolhetd (20.8bra).

42.0ldal



Zalotay Péter: DIGITALISTECHNIKA

Elméleti alapismeretek 1.fejezet

BA(0) (D) B (2
DC 00 01 11 10

(0) 00
(4 o1
o DUETTI1[D
(8 10| 1 1
20. abra

Hasonl6 négyes csoportot alkotnak a 8,10,12,14 sorszamu mintermek is, tehét dssze-
vonhatok (21.4bra).

BA (0 (D) 3 @

DC\ 00 01 11 10

D 0) 00
\((4)\0'\
o R

8 10 a( b
N\

AD

21. dbra
Az egyszeriisitett fliggvény a két részfliggvény logikai 6sszege, amely még algebrailag
tovabb egyszertisitheto:
F =DA +DC =D(A +C)
Az utolsd egyszeriisités eredményeként kaptuk a legkevesebb mivelettel megva
|6sithat6 alakot. A flggveény logikai vazlatalathato a 22.8bran.
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DD
Q]r-:n
]

22. dbra

Osszefoglalas:
A grafikus fliggvényegyszeriisités szabalyi:

§ a lefedhets (6sszevonhatd) celldk szama 2" (n poztiv egész szam), ha azok

kol csdndsen szomszédosak,

§ akolcstndsen szomszédos meghatérozast ugy kell érteni, hogy a kiindul6 cellatél
kezdve a élben érintkezd szomszédos cellakon keresztiil 2" szam 1épés utan az

kiindulohoz jutunk vissza,

§ a lefedett cellakbol a kitevonek (n) megfelel¢d szama valtozo esik ki, amelyek a
lefedés alatt valtoznak,

§ minden 1 -t tartalmazo cellét legaldbb egyszer le kell fedni.

1.12. Aritmetikai alapfogalmak

A digitdis berendezésekben — méréegységek, szamitdmiivek stb. — gyakori feladat
aritmetikai miveletek végzése. Az eddig megismert logikai miveletek valtozoi
kétértékiiek. A szdmok binéaris — kettes — szamrendszerben val6 abrézolasandl is a0, és
az 1 szdmjegyeket hasznéljuk. A késsbbiekben igazoljuk, hogy az aritmetikai miivel etek
elvégzése logikai mivel etekkel |ehetséges. Itt most dsszefoglaljuk — az aldbbi - alapvetd
aritmetikai fogalmakat:

§ szam, szamjegy, szamrendszer,
§ szamabrazolas formék,

§ aritmetikai alapmiiveletek algoritmusai.
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p Szam, szamjegy, szamrendszer

Réviden osszefoglaljuk — a korabbi tanuldsaikban mar megismert — fogalmakat.
§ A szam:

A szam ,valaminek” a szamossagat, mennyiségét, értékét megadd jelcsoport. A
jelcsoportok mind a hasznalt jelek, mind a jeldlési-rendszer felépitése szerint valtoztak

az idé folyaman.

§ A szamjegy:
A szamjegyek a szamként haszndlt jelcsoport egyes jelei, amelyekhez konkrét értéket
rendeltek. Egy jel6lési-rendszeren bel Ul véges szamu szamjegy van.

§ A szamrendszer:

A szdmrendszer hatarozza meg, hogy a haszndlt jelekbél milyen médon, (algoritmus
szexint) kell leirni (&brézolni) egy szamot. A szdmrendszerek a kora idoszakokban
kultiranként kilonboztek. A tudoményok, a technika fejlodésének eredményekeént

egységes szamrendszerekrdl beszélhetlink.
§ A ROMAI szamrendszer

A mai napig szélesebb kdrben isismert szdmrendszert aromaiak alkottdk meg. A romai
szamokban a kovetkezé 7 szamjegy (jel) létezik (A zardjelbe irjuk a jelhez rendelt
értéket tizes szamrendszer szerinti jel6léssel.)
Szamjegyek és értékik

| X (10) C (1000 M (1000)

V (5 L (50) D (500)
értékeket. Tulajdonképpen a tizes valtoszam, amely val észiniileg ujjaink szamabdl ered
megtaldhatd a szAmrendszer logikgdban. A szamalkotés szabdlyét itt nem részl etezziik,
csak egy példaval illusztréljuk.

MCML XXIV=1974

A romai szamok segitségével értékeket - korldtozott terjedelemben — ki Iehet fejezni.
Szamtani miiveletek ezekkel nem végezhetok.
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§ A strukturdlt szdmrendszerek

Pontosan nem ismert, hogy a mai értelemben vett szamrendszerek alapjait mikor és hol
fektették le. Az eurdpal kultUraban, és az abbdl épitkezékben hasznélt szamjegyek arab
eredetiiek.

A ma haszndlt szamrendszerek egy-egy alapszamra épiilnek, és a szdmjegyek szama az
alapszdm értéke. Felépitésiik, pedig az alapszam egész szdma hatvanya - helyérték —

szerint tagol 6dik. Altalanos leirésa:

Z=(Xxpn1B " +x01B"+ 4+ x 1B+ xoB?)+(x 1B T+x 2B+ . +x ,BP)

eQesz rész tort rész
ahol, B a szamrendszer alapszama,

Xi azi - ik helyérték szamjegye (0< x <B-1),

n az egész rész helyértékeinek széama,

p atort rész helyértékeinek a szama.

§ A leggyakrabban hasznalt szamrendszerek:

alapszam  szamjegyek

Tizes (decimalis) B=10 01..89
Kettes (binaris) B=2 0,1
Nyolcas (oktélis) B=8 0,1,..6,7

Tizenhatos (hexadecimalis) B=16 01...9A,B,C,D,EF

Ismert médon a szdmok felirdsndl csak az egyes helyértékekhez tartozé szamjegyeket
irjuk balrdl-jobbra, a legnagyobb helyértékii szamjeggyel kezdve. A kilénbdzo
alapszamok, valamint a részben azonos szamjegyek miatt, a szamokndl jelezni kell,

hogy az milyen szamrendszerben értendé. A jelzést lehet a szam elétt — prefix -, vagy a
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szam utan — suffix — megadni. Legtobb esetben a decimalis szamokat jelzés nélkdl
irjak.

pl.
szamrendszer jel nélkl prefix suffix
decimdlis: 1456 0d 1456 1456 d 1456 19
binéris - Ob 100110 100110b 100110,
oktdlis - 0o 273 273q 273
hexadecimdlis - Ox 1A2D 1A2D h 1A2D 6

Megjegyzés. a jelzékben, illetve szamjegyekként haszndlt betiik kis-, és nagybetik is
lehetnek. A hexadecimalis szdmokndl, ha azok betiivel kezdédnek, akkor egy O-t kell
irni aszam elé, pl. OA4CF.

§ A szamok komplemens -e (kiegészits -je).

A szam komplemens -e (kiegészitéje) - mint aneveis utal ra- az érték, amely a szamot
Kiegésziti a szAmrendszer egy adott értékéhez. A definicid szerint barmely értékhez
szamolhatnank a kiegészitét, de gyakorlati jelentésége csak az aldbbi két vatozatnak

van.

A kiegészités torténhet:

a szam nagysagrendjébe tartozd legnagyobb értékéhez, vagyis a (Bn—l) -
hez,

a szamnal egy nagysagrenddel nagyobb legkisebb értékéhez, vagyis a B -

hez,

ahol B az alapszam, és n a nagysagrendek szama. Konnyen belathatd, hogy a (Bn—l)
értéket - barmely szdmrendszerben - az n db. legnagyobb szamjegybdl dl6 szam adja,
mig a B értékét—a legalacsonyabb helyértéktél kezdve — n db. legkisebb szamjegybdl,
és az n+1. helyen az eggyel nagyobb szamjegybél all6 szam adja.
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M. n=5 esetén:
B"-1) B
decimalis szdmoknd: 99999y 100000g4
binéris szamoknal 11111, 100000,
hexadecimalis szamokndl: FFFFF, 100000y

Az elsd meghatarozas szerintit nevezik (B-1)-es, mig a masodikat B-s komplemens -

nek. A B a szamrendszer alapszama (radix).

A Z sz&m (B-1)-es komplemens —ét Z - a, mig a B-s komplemens —& Z -a jeléljik.
A kiegészitok — definicio szerinti - kiszdmitasa kilonbség-képzéessel torténik. A
szamités algoritmusa:

(B™-1)-Z
=B-Z

z

NI

A vélasztott szdmrendszer aapjan beszél hetiink:

adecimalis szamoknal kilences-, illetve tizes-, a

abinaris szamokndl egyes-, és kettes-,
komplemens —6l. (Més alapszam esetén az elnevezés hasonl6an adhaté meg.)
Az aszamitést — a kivonason kivil — mas eljardsokkal is elvégezhetjik. Elébb vezessik

be a szamjegy - komplemens fogamét, amely az adott szamjegy kiegészité értéke a

legnagyobb szémjegyhez.

A Z szam (B-1)-es komplemens —& megkapjuk, ha mindegyik helyértéken az adott
szamjegy kiegészitojét irjuk:

7 = 356, 7 = 643,
Z = 100110, Z = 011001,
Z =3A2B;, Z = C5D4,

A Z szam B-s komplemens —ét kétféle mddon is megkaphatjuk, ha figyelembe vessziik,
hogy a kétféle kiegészits killonbsége — barmilyen B értéknél — 1, mivel B — (B —1)=1.
a Képezzilkk aZ szdm (B-1)-es komplemens —€t, és hozzaadunk 1-et.

Z=7+1
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7 = 3564 Z =7 +1=6434 + 1= 644y
Z = 100110, Z = Z +1=011001, + 1= 011010,
Z =3A2B, Z =Z +1=C5D4, +1=C5D5,

b. A legkisebb helyértéktol kezdve a 0-kat leirjuk, az els6 , értékes’ szamjegy
helyére a szamjegy-kiegészité + 1 értéket, mig a tovabbi szamjegyek helyére,
pedig azok kiegészitojét irjuk.

Z = 3564 Z = 6444
Z = 100110, Z = 011010,
Z = 3A2B;, Z = C5D5;,

A digitalis szamitoégépek binaris szamokkal végeznek aritmetikai miiveleteket . A
negativ el6jelti szamokndl a kettes - komplemens haszndlata gyorsabb miivel etvégzést
tesz lehetove.

8 A kulonbdzé szamrendszerek kozotti atszamitas

A miszaki gyakorlatban leggyakrabban a decimalis, binéris, és a hexadecimalis
szamrendszereket haszndljak. A kovetkezékben roviden étekintjik az atszamitasok
algoritmusét. Az emberek szamara legfontosabb a decimalis forma, mivel minden
kdzérdekti szamleiras ebben a formaban torténik. A szamok gépi térolésa, és az azokkal

végzett miveletek szinte kizérdlag binaris rendszerben torténik.

Altalénosan az egyes szamrendszerek kozotti valtast (atszamitést) az Gj rendszer alap-
szamaval torténd sorozatos osztassal végezhetjik el.

El6sz6r a decimdlis — binaris étal akitast ismételjik at. Szamitsuk ki a 107y érték binéris
megfelel6jét.

107 1 | 2
53| 1 | 2
26| 0| 2
13112
6 | 0| 2
3|12
1|1 ]2
0

Tehat 1074 =1101011,
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Gyakran van szilkség a binaris — hexadecimalis dszamitasra is, mivel a szamitas-
technikai megjelenités legtdbbszor — a kisebb helyfoglalas érdekében — a binéris hel yett
a hexadecimdlis alakot haszndlja.

Az atalakitasndl 16 —al tortén6 sorozatos osztast oly modon végezhetjik, hogy a binaris
szam — legkisebb helyértékétol kezdoddé — négy-négy szamjegye helyett irjuk be a
megfelelé hexadecimalis szamjegyet. Szamitsuk at az €16z6 példa értékét hexadecimdlis
alakra.

1074 = 0110|1011, = 6B
6 B

Az utébbi atszamitas — a leirtak szerint - konnyen elvégezheté fejben is. Csupan a

hexadecimalis szamjegyek binaris megfelel6jét kell kiszamitani, vagy megjegyezni.
p Szamabrazolas (szamirasi) formak

Az el6z6ekben csak a szam leirasanak vatozatairdl adtunk — a teljesseg igéenye nélkil —
iSmétl6 attekintést.

A miszaki, és egyéb gyakorlatban is legtobbszor kilonbdzs eldjelidd mennyiségek
meéroszamait kell felirni, és azokkal miveletet végezni. A kdvetkezokben tdmdren — a
teljesség igénye nékil — oOsszefoglaljuk azokat az eldjegyes szamleirasi (szam-
dbrézolési) formékat, amelyeket a szamitasainkban haszna unk.

§ Eldjeles abszolut-értékes dbrazolas

A szamleirds ilyen formga haszndljuk a hétkdznapi gyakorlatban a nyomtatott, és
egyéb dokumentumokban. A szam poztiv, vagy negativ voltat nem szamjeggyel, hanem
a +, vagy a — irageld adjuk meg a szdm €elott. A szam értékét mindkét esetben
abszolut-értékével irjuk. (Ez megfelel a szamegyenesen jobbra-balra torténé dbrazolas-
nak.)

§ Eldjegyes szdmébrazolés

A digitdlis szamitégépek mind a szdmjegyeket, mind a kilénbdzé irdseleket kétértékii
bitekkel taroljék. Az irésielek kodolt form4ja 8 bitet foglal le. A helytakarékossag, vala-
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mint egyszertibb miveletvégzési célbdl is, az eldjelet is egy bittel — az eldjegy —€ —
adjak meg. A miiszaki gyakorlatban 0 a poztiv, az 1 pedig a negativ szam eléjegy -e

fgy beszdliink az eldjegyes — szamabrézolasrol. A szamrész megadasi modja szerint
megkil 6nbdztetlnk:

— €eléjegyes abszollt - értékes, valamint

— eléjegyes komplemens -es

formékat.

Az abszollt-értékes leiras tulgjdonképpen az eldjeles dbrézolas gépi valtozata. Ilyen
alaku szamokkal a miiveletvégzés viszonylag 6sszetett algoritmus szerint végezheté. A
kijelolt, és az elvégzendé miivelet (6sszeadas, vagy kivonas) a tényezok elgjeleitdl is
flgg. A tényleges miivel etvégzés el6tt dontés sorozatot kell végezni.

A komplemens —es abrazoldsoknal a poztiv szamokat a szamrész abszolat — értékével,
mig a negativ szdmokat, pedig a szamrész valamelyik kiegészitsjével (komplemens-

ével) adjuk meg.

pl. irjuk fel a +1074, illetve a—1074 szamokat a kiilonbdzd szamébrazolasi formaban!

El6jeles decimdlis 107 -107

Elsjegyes abszolutérték -es 01101011 11101011
1-es komplemens -t 01101011 1 0010100
2-es komplemens -i 01101011 10010101

p Szamok normal alakja

A migiszaki gyakorlatban, féleg a szamitogépek széleskorii elterjedése el 6tt a kil bnbdz6
szamitdsl miiveletek elvégzését konnyitette az a szamok normal alakban tortént meg-

adasa.

A normd aak két részben adja meg a szdmot, mégpedig a szdmrészben, és az

exponencialis részben.

A szadmrészben a tortvesszs eldtt csak egyetlen — a legnagyobb helyértékii — szamjegyet

irjuk, mig a tobbi szamjegy tortrészként szerepel. Utana kell leirni az exponencidlis
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részt, mint szorz6 tényezo6t, amely az alapszam (B) n -ik hatvany. Az n kitevé hatarozza

meg, hogy a az abrézolt szam milyen nagysagrendii.

8.Pdda. 3,1023* 10" =3 1023
5,234 * 102 = 0,05234
2590,12 = 2,59012 * 10°

Az dap ésanormd alakok kozotti atiras a példakbdl egyértelmii. Az n kitevé formailag
azt a szdmot jelenti, amennyivel a tizedes-vesszot jobbra, vagy balra kell vinni. Az
iranyt akitevd eldjele adja.

p Binéris szamok lebegdpontos (float) alakja

A skaldr szdmok lebegdpontos (float) dbrézolasa, és tarolasa - az |IEEE-754 sz.
szabvéanynak megfeleléen - 4 bajtban (32 bit) torténik.

Az dbrézolas forma, a normal alakl szamabrézolasnak a binaris szamrendszerben
torténd alkalmazasa.

A lebegbpontos szdm két része az aktualis szamot megadd un. mantissza, és a

nagysagrendet megadd kitevd, vagy maskép exponent.

A Kkitevd 8 bites, amely 0 — 255 kozotti érték adhatdé meg. A kettes komplemens -ii
dbrézolés — az érték 127-el torténd eltoldsa - lehetévé teszi, hogy negativ kitevoji
értéket islehessen megadni, ésezzel a+128 és - 127 az értékkészlet szél S5 értékei.

A szam 24 biten fejezhet6 ki, de ebbdl ténylegesen csak 23-at, a tort-vesszot kovetd
részt tartalmazza a mantissza. A normd aaki szamabrézolasban csak egy, a O-tdl
kilonbdzé szamjegy lehet az egész részben. A binaris szdmoknd ez az 1, amit nem
fontos megadni, mivel ez minden szamné azonos. Igy lehet a 24 bites szamot 23 biten

megadni.

A négy b§jtban — 32 biten - dbrézolt szdm legnagyobb helyértékii bit a szam eldjegy -e

(signum).
A leirtak szerint tarolt |ebegépontos szam fel épitése az alabbi:

SEEE EEEE EMMM MMMM MMMM MMMM MMMM MMMM
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ahol:
S az el6jegy bit, amely 0 értéke a pozitiv, az 1, pedig a negativ szamot jelzi,
E a 8 bites kitevo,
M a 23 bites mantissza.
Példa:

A -12,5 értékti decimdlis szdm |ebegépontos abrézol dsban 0xC1480000 lesz ( a 32 bit
helyett a rovidebb hexadecimalis formét irtuk).

Ertelmezzilk az dbrézoléasi elv ismeretében az adott szamot.

Forma SEEEEEEE EMMMMMMM MMMMMMMM MMMMMMMM
Binaris 11000001 01001000 00000000 00000000
Hex.dec. C14800 00

A legnagyobb helyértéki bit (S) 1, tehat a szam negativ.

Az kovetkezé nyolc bit (E-k) 10000010 a kitevot adja, ha ebbdl levonjuk az eltolést, a
127-t. A binérisan leirt exponens decimdlis értéke 130, amelybdl levonva 127-t 3-at
kapunk, amely atényleges kitevo.

Az utolso 23 bit a mantissa (M-ek):

10010000000000000000000
Mivel ez csak atortvesszé uténi rész, ezért még hozza kell irnunk az egész-részt, vagyis
1-t. Az igy kapott érték:

1.10010000000000000000000
amelyet szorozni kell 2° -al. Ekkor kapjuk meg a lebegépontosan felirt szém abszol Gt-
értékeét:
1100.10000000000000000000y,
A szam egész része: 1100b binérisan, és atszamitva
Ax2)+@1x2)+(0x2)+(0x2)=12
decimdlis értek.
A tortvesszét kovets binarisrész: .100...b , diszamitva
(1x2-1)+(0x2-2)+(0x2-3)+... =05
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decimalis érték.

A Kkét rész dsszege, és az eléjel adja a lebegépontosan dbrazolt szam decimalis értékét.
Teh& igazoltuk, hogy, 0OxC1480000 a -12.5 szam lebegépontos (float) form§u
megadéasa.

b Kddolt decimalis szamok

A tizes szamrendszerbeli szdmok kozvetlenleirdsa, taroldsa koédolt vatozatban is
torténhet. Miutdn a szamitogépekben csak kétértékii elemi informécidk (bit-ek)
tarolhatok, ezért atiz szdmjegy csak tobb bit-bél all6 kéd-a helyettesithets (irhato le).

A tizes szamrendszer szamjegyeinek megadasdhoz legkevesebb 4 bitbél ald kod
szikséges, mivel 3 bittel csak 8 érték kulonboztethetd meg, viszont tiz értéket kell
megkulonbodztetnink. A 4 bites binéris kod viszont 16 kilonbdzé informaciot hor-
dozhat, ezért 10 értékhez rendelik a decimalis szamjegyeket, és hat értéket nem
hasznal nak.

A 4 bites dsszerendelés, vagy méas néven kodolas — az alabbi téblazatban bemutatott -
harom valtozatat hasznaljak.

BCD Aiken 3 tobbletes (Stibit2)
g8l4]2]1 2141271 (8421)-3
0/0[0]0]O 0/0][0][0]0O _lo0jojojo
1]0/0f0]1 1]0]l0]o0]1 glojojo]1
2/0]/0]1]0 2/ojof1]0 0ojof1]0
3/o/o0[1]1 3/0/0]1]1 ojofo|1]1
4/0[1]0]0 410/1]0]0 1]0]1]0]0
5/0[1]/0]1 Jlol1]0]1 2/0]1]0]1
6/0[1]1]0 g/ 0]1]1]0 3/o0[1]1]0
710111 > 011 ]1)1] 410111111
g8l1]ojo0]o0 Bl1]o0]o0]oO 5/1]0J0]o0
9/1]/0]0]1 g/ 1]0]0]1 6/1/0]/0]1
_l1]0[1]0 “l1]of1]o0 7]l1]0]1]0
gl1]0]1]1 5/1]/0]1]1 gl1]/0[1]1
=l 1[1]0]0 6/1]/1]0]0 9/1]/1]0]0
Bl1]1]0]1 7/1]/1]0]1 ~|1]1]0]1
a/1]1]1]0 g8l1[1]1]0 Bl1[1]1]0
“1[11]1 91111 S [11]11

A bemutatott kddok kozil a BCD-kéd (Binary Coded Decimal), és az Aiken-kod
sulyozottak, ami azt jelenti, hogy az egyes bitek értéke 2 hatvanyaival kifegezhets. A
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Stibitz-kod eltolt-sulyozast, ami azt jelenti, hogy a kod binaris értéke 3-al tébb mint a
hozza rendelt decimdlis érték. Az utdbbi két kéd szimmetrikus felépitésii, ugyanis a
szaggatott vonaltdl, - mint sziimmetria tengelytél — egyenlé tavolségra lévé kodok

egymas 1-es kiegészit6i. Ez atulajdonsag felhaszndlhato hibajel zésre.

A BCD-kédot a szamitastechnikaban haszndljak tizes szamrendszerben torténé szam-
dbrazolashoz, illetve szamoléshoz. Az egy szédmjegyet leir6 4 bit-et dekad-nak
nevezzik. A 8 bites bajt-ban két dekéd irhatd, vagyis 0 — 99 decimdlis értéket tarolhat.

Pl 384 = 0011 1000gcp

A mikroprocesszorok ttbbségének utasitaskészlete lehetéve teszi a BCD szamokkal

val6 szamolést is. Erre a 2. féléves tananyagban tériink vissza.

Tobb bites kodokka is leirhatdk a decimdlis szamjegyek. Itt csak az Ot-bites un.

Johnsson - kédot mutatjuk be.

0 0 0O0O0O
1 0 00O1
2 00011
3 00111
4 01111
5 11111
6 11110
7 11100
8 11000
9 1 0000O0
0 0 0O0O0O

Az Ot bit 32 érték kifejezését tenné lehetévé. Ebben az esetben csak tizhez rendeltiink
értékes informaciot. A kod tehdt redundans. A tovabbi 22 érték hibajelzésre, esetleg

hibajavitasra is hasznal hato.

A hibajelzd, és javitd kddokkal — az informécié-elmélet egy kilon aga - a kddolas-
elméet foglalkozik részletesen. Ide tartoznak a kulonbdzé tomoritési, titkositasi és

visszafegjtés sth. eljarasok kidolgozasa, algoritmizé ésa.
p Aritmetikai mivel etek algoritmusai

A megismert szamébrézolasi formak kdzil a mikroprocesszoros rendszerekben (mik-

rogép - ekben) dtaldban abinéris kettes komplemens - (i valtozatot haszndljék. Miutan
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az aritmetikai miveletek az Osszeadas, és a kivonas mivel eteire vezethetd vissza, ezért

itt egy példan keresztul vizsgéljuk meg e két miivel et elvégzésének szabdlyait.

Vegylk a 96, és a 43 abszolUt-értékii szamok kozotti miveleteket. Mind az
Osszeadasndl, mind pedig a kivonasnal négy-négy miivel etet kell elvégeznink.

Az adott szdmok binéris kettes komplemens —U értékei:

9% 01100000 96 1{0100000
43 00101011 43 111010101

Szaggatott vonallal az eléjegy — bitet hataroltuk el.

Az evégzendé miveleteket lathatdk az aébbiakban. Mindkét miveletnél
helyértékenkeént - a legkisebb helyérték kivételével — harom szamjegyet (bit -et) adunk
0ssze, illetve vonunk ki. Ezek a két szam azonos helyértékii szamjegyei (bit -jei), illetve
az €l6z6 helyértéken keletkezo atvitel (Cy Carry), illetve dthozat (Bw Borrow) bitek. Az
utobbi értékeket a negyedik sorba - egy kissé etolva - irtuk, jelezve ezzel a helyérték-
valtast.

A kettes komplemens-ii abrazolési szamok esetében mindig a kijel6lt miiveletet — az
Osszeadast, vagy a kivonést — kell végezni Ugy, hogy az eldjegy bitet is szambitként
kezeljuk. A példaban félkovér szdmmal jeldltik az utolsd szamjegynél, és az eldjegy
bitnél keletkezett atvitel / athozat biteket.

Osszeadas
9% 01100000 9% 0i1100000
+ 43 00101011 +-43 11010101
139 10001011 53 00110101
01100000 11000000
9% 10100000 9% 10100000
+ 43 00101011 +-43 111010101
53 1{11001011 139 0/1110101
00100000 10000000
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Kivonas

% 01100000 % 01100000

- 43 00101011 .43 111010101

53 0{0110101 139 10001011
00111111 10011111

9% 10100000 9% 10100000

- 43 00101011 - 43 11010101

139 0/1110101 53 1{1001011
01111111 11011111

A példak elvégzése utédn megallapithatjuk a szabdyokat:

— Mindkét miveletnéd az eredményt is kettes komplemens-i formaban
kapjuk. A poztiv szam eldjegy -e 0, és a szamrész abszolut értékii, mig a
negativ szam eldjegy -e 1, és a szdmrész a szam kettes komplemens -e.

— Hibatlan eredményt kapunk, ha a két utolsd atvitel/athozat bit (az utolsd
szamjegynél, illetve az el6jegynél) 00, vagy 11.

— Hibas az eredmény, ha csak az egyik helyen keletkezik atvitel/athozat bit.
[lyenkor aritmetikai tulcsordulas van. Ez azt jelenti, hogy a keletkezett
eredmeény nem fér el a szamrésznek fenntartott helyen, (kicsi a kapacitas)
vagyis az eredmény nagyobb, mint a 7 bittel megadhat6 |egnagyobb érték.
A hiba atarol6-hely kapacitasanak novelésével kiiszdbolheté ki.

— A Kkét tdlcsordulés-bit XOR (modulé 2) miiveletének eredménye az un.
Overflow —bit (OF), amit aritmetikai talcsordulas bitnek is neveznek.
Minden mikroprocesszor un. Status, vagy Flag bitjel kozott szerepel az OF
bit.

A kettes komplemens —i szamabrézolas elénye tehd az, hogy gyorsabb a miivelet-
végzés. A negativ szamok abszollt értékre vald konvertdasat, illetve forditva csak az
adat kiiratasanal, illetve bevitelénél kell elvégezni. A miveletek a gépen belll
gyorsabban hajthatok végre.
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