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Kovetkezd:[Kérdésekfeladatglp 5] Fel: |[Linearisrendszerek jellemzdi &észsgalatuk{p 1] El6z6
[Cineérisrendszerek jellemzdi észsgalatukip 1]

Bevezetés

A tovabbiakban lineéris, idéinvarians rendszerekkel fogunk foglalkozni. Mindenekeldtt baratkozzunk
meg a rendszernek, valamint az ehhez kapcsolddo jelek altalanos fogalmaval. A rendszer egységnek
tekintett, mOkddésével leirhatd, kiemelt része a vilagnak, - kdlcsdnhatasok és kolcsdnds dsszefliggések
altal dsszekapcsolt objektumok halmaza. A rendszer hatarainak megvonasa sok esetben énkényes,
valamely célszer( meggondolast kbvet. - Nagyon sokfajta, igencsak kildonb6zéen mikddd, valamilyen
funkci6t betdltd, latszdlag elkilonithetden kezelhetd részt tekintlink rendszernek. Beszéliink pl.
nyirok-rendszerrdl, melynek hatarai nyilvanvaléan definicidinktél figgnek. A gazdasagi rendszer
fogalma még ennél is bizonytalanabb, kdzgazdasz csoportok végelathatatlan vitainak terepe. - Ehhez
képest az altalunk vizsgalni kivant elektromos-elektronikus eszk6zok esetén a rendszer hatarai eléggé
egyértelmQek, makodésiik nemkevéshé. A rendszereket sokfajta csoportba soroljak a velik

foglalkoz6, szamos szakmat képviseld szakemberek. Csak példaképpen: vannak koncentralt
elemekbdl felépitett és elosztott paraméter( rendszerek; léteznek determinisztikusan, de
sztohasztikusan mik6do rendszerek is; folytonos és binaris; lineéris és nemlinearis rendszerek, sth. Az
elektromos-elektronikus rendszer fogalmahoz hozzatartoznak a megkulénbéztethetd és egymastol
egyértelmQen elvalaszthaté bemeneti és kimeneti jelek. Természetesen mindkét fajtabdl tobb is
lehetséges. A jelek fogalmahoz pedig elvalaszthatatlanul hozzatartozik azok mérhetdsége és
informaciohordozo képessége. A bemeneti jelbdl, rendszerbdl, kimeneti jelbdl allé sémat [@tjpk az

2] 4bran. Az abra ranézésre eléggé keveset mond, - a fogalmak és elnevezések hasznalata
kovetkeztében azonban szemléletiink meg fog valtozni. - Vizsgalataink a harom elem (a bemenet; a
rendszer és a kimenet) kozotti altalanos érvény( 6sszefliggések keresésére, kihasznalasara iranyulnak.
- A halbzat sz6 csak arra utal, hogy tébbnyire elektromos-elektronikus komponensekbdl felépitett
rendszer tulajdonsagait keressuk.

bemenet rerdszer kirmenet

(haloz at)

1. Abra

A tovabbiakban azokat a rendszereket tekintjik linearisaknak, amelyekre érvényes a szuperpozicio,
vagyis amelyeknél két bemeneti jel 6sszege olyan kimendjelet hoz Iétre, mely az egyes
bemendjelekhez tartoz6 kimendjelek 6sszege. Trividlis esetkénér akkora bemeneti jelszer

akkora kimeneti jelet eredményez. Ezt fejezik ki az aldbbi, kdnnyen atlathat6é dsszefluiggésekis (b - a
bementre, k - a kimenetre utal):

vy (t) = vy (1)

voy(t) = v (1)
vip(t) + vap(t) = vir(t) + vor(t)



A valésagban lineéris rendszer nincs, csak a paraméterek bizonyos tartomanydaban tekinthetlink egy
rendszert linedrisnak. Jol lathaté ez a viszonylag linearisnak tekintett elektromos halézatoknal is: az
ellenallasok értéke altalaban fligg a rajuk esod fesziiltségtdl, a kondenzatorok atiithetnek, a
tranzisztorok és egyéb félvezetd elemek linearitasardl pedig csak igen sz(k tartomanyban
beszélhetlink. Az altalunk vizsgalt rendszerekrdl feltessziik azt is, hogy az iddben eltolt jelek hatasara
keletkez® kimenetek nem fliggnek az iddeltolas mértékétdl, tényétdl; vagyis a rendszer atvitele
iddinvarians.

i (t) = v ()
vt + to} = vi(t + to)

Szamos jeltipussal fogunk talalkozni. Ezekd§z 3] abra foglalja 6ssze. Az elnevezések részben
magatol értetdddek, részben pedig a megfeleld részeknél kitériink rajuk részletesebben is.
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2.Abra

Példaink tdbbségét az elektromos rendszerek/haldzatok korébdl vessziik. Ennek azonban elsédlegesen
kényelmi, didaktikai okai vannak. Osszefliggéseink, eredményeink sokkal tagabb korben is

ervényesek. E tantargy keretében lényegében a lineéris differencial-egyenletekkel (vagy
differencia-egyenletekkel) leirhato rendszereket vizsgaljuk. Igy tulajdonképpen k6z6mbaos, hogy egy
csillapitott rezgdkor aram-fesziltség viszonyait, vagy egy surlédé rugo- tdmeg rendszer
mozgasegyenletét elemezzuk.[Bgp 2] abra alapjan harom tipikus probléteaetséges:

1. Ismert a bemenet és kimenet, keressiik a hal6zat jellemzdit. (Impulzusgenerator és oszcilloszkop
segitségével vizsgalunk egy aramkort; geoldgiai robbantasok hatasat regisztralva keressiik a Fold
belsd szerkezetének jellemzdit, dinnyét vaséarolunk ttdgetéssel...)

2. Ismert a halozat és a kimenet, keressiik a valdédi bemendjelet. (Mozgd Grhajérdl készitett fénykép
korrekcidja, mérések véges felbontoképességl mérdeszkozokkel, neurofizioldgiai mérések egy
csoportja...)

3. Ismert a bemenet és a hal6zat, keressik a kimenetet. (Szamitégépes gazdasagi modellek
gazdasagi intézkedések hatasanak becslésére, reaktorvezérlési tandépnényozasa...)

Tovabbi vizsgalatainkban a jelek és a rendszerek leirasara idéfuggvenyeket,
frekvenciakarakterisztikdkat és szamsorokat fogunk felhasznalni. Léteznek mas, bizonyos tipusu
feladatokhoz sokkal jobban alkalmazkodé technikak is (pl. Laplace transzformécid), ezek azonban e
kurzus kereteit meghaladjak.

Meggondolasaink barmiféle (dimenziéju) jelre vonatkozhatnak, azonban az esetek tébbségében
jelolésként a v betlt hasznaljuk mind a be-, mind a kimeneti jelek jelolésére. Ezzel tudatosan a
fesziiltségre kivanunk utalni. Ezt az asszociaciot néhanyszor ki is hasznaljuk: nehézkes bizonyitasok
helyett a fizikai tartalomnak megfelel6en bizonyos tényeket trividlisnak tekintiink. Igy példaul a



ta
f |V(t}2| dt =< oo
.31

feltételt trivialisnak tekintjuk, mivel egy "normalis” fesziltség egységnyi (1 ohmos) ellenallason

véges idd alatt semmiképpen sem kelthet végtelen nagy energiat. A fesziiltség nyilvan az idd
fuggvényében véltozik, - ez is allandban kisérni fog bennlinket. Természetesen mas fliggetlen valtozo
is eléfordulhat, erre majd latunk kilénb6zd példakat.

o [Kérdésekfeladatok[p 5]

il[p5]l|[p1]:i[p1]

Kovetklez6:|Kérdésekfeladatglp 5] Fel:|Linearisrendszerek jellemzoi @észsgalatul{p 1] El6z6:
[Linearisrendszerek jellemz0i észsgalatuklp 1]
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Kovetkezd:[FouriersorokFourietranszformacidp 6] Fel:[Bevezetdsp 2] EIozd[Bevezetdsp 2]

Kérdések,feladatok

Linearisnak és idBinvariansnak tekinthetd-e egy olyan rendszer. amelyik mdvonalat tartalmaz?
Hogyan ketegorizalna azt a berendezést, amelyik egy izz6lampa fényerejét szabalyozza tirisztor
segitségével? Mondjon példat a sztohasztikus rendszerre. Linearis-e az az aramkaor, amelyikben egy
szorz6 aramkor is szerephez jut?
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Kovetkezd:Jelekhasonlosagép 7] Fel:|Linearisrendszerek jellemzdi észsgalatulp 1] El6z6
[Kérdésekfeladaidfp 5]

Fourier sorok, Fourier transzformacio

e [Jelekhasonlésagfp 7]

® [2.2 Fouriersorok[p 9]

e |Fouriertranszformacidp 10]

o [Kérdesekfeladatok[p 12]

e |Negyszogjefrekvenciaspektrunfp 13]

o [Kérdésekfeladatok[p 15]
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Kovetkezd:[2.2 Fouriersorol[p 9] Fel: [FouriersorokFourietranszformacidp 6] El6z6[Fouriet
[sorokFourietranszformacidp 6]

Jelekhasonlésaga

3. Abra

Sokat fogunk beszélni a jelek hasonl6sagardl: arrél, hogy az egyik jelben milyen mértékben foglaltatik
benne egy masik. A3 [p 7] abra alapjan tegyiik fel azt a furcsa kérdést, hogy mennyire hasonlit

N I % - oo s e <
egymasra i 1 és"2 vektor. Ez a hasonl6sag nyilvan sokféleképpen definialhatd. Egy lehetdség: a

oz el £ .. L. 1 . Ly ] .
hasonlésag mértékedl keressiik azt a skalaris menny “““geamivel” ~ -t megszorozv. * és
kozotti kuldnbség minimdalis. (Valljuk be, van valami racionalitds ebben a definiciéban is. Ha a két
vektor azonos nagysagu es iranyu, - vagyis egybeesnek, - akkor a hasonlésdg mértéke "egyszeres”; ha

a két vektor egymésra merdleges, akkor "zérus"; ha a két vektor ellentétes iranyu, akkor - 1- szeres.)

Keresniink kel"! és 8712 -vel médositot*? kiilénbségének minimum®12 fiiggvényében:
3 2 -:‘;? Z
a— |t1 — 2| = Z(VII: — oo )" =0
ey P

[

Ha ezt a kijel6lt minimum keresést végig csinaljuk, akkor az aldbbi eredményre jutunk:

S viei2k
k
=

ez =

Meggondolasaink természetesen tadgabb értelerkbdimenzios vektorokra is vonatkozhatnak. -
Erdekes médon egy folytonos iddfuggvékytiszkrét értékbdl osszetettként is kozelithet{@hfp 8]
abra), ekkor eredeti kérdésilink ugy fogalmazhatd, mennyire hasonlit egymasra két idéfiiggvény.



4. Abra

Vegyuk észre, hogy a két jel kozotti hasonlééﬂlf - korrelacié) mérdszamaban meghatarozéan

jelenik meg a komponensek szorzatanak 6sszege. Az eredményiil F12re™! nyilvan nem

fuggetlenek egymastdl, csak a nevezdben megjelend jel energiaja valtozik. Nagyon érdekes, ha azonos
energiaju jelek hasonlésagat vizsgaljuk, akkor elegendd csak a szamlaléval foglalkoznunk. Ha az
idéfuggveények felbontdsat minden hatéron tul finomitjuk, altalanositva azt mondhatjuk: ha két
flggvény szorzatanak integraljat latjuk a késdbbiekben, mindig gyanakodhatunk, hogy a két fiiggveny
kozotti hasonlésadg mértékszamaval ardnyos mennyiséget allitunk eld. (Természetesen ez csak utalas,
nem bizonysag.) Van egy fliggvénycsoport, - a sin/cos fliggvények - amelyekre valé felbontasnak
kiemelt szerepe van a jelek, rendszerek vizsgalatdban. Ennek az a nagyon fontos praktikus oka, hogy
ezen figgvények alakja differencialas és integralas soran nem valtozik, tehéat a lineéaris
rendszerelemeken - R, C, L - stacionarius allapotban alakvaltoztatas nélkil jutnak at (persze
faziseltérés, iddeltolédas van). (Energiaellatasunk is ezért alapul szinuszos jeleken, és pl. nem
szimmetrikus négyszogfesziltségen. Ez utdbbival - azonos maximum/minimum esetén - kétszer
nagyobb teljesitményt lehetne atvinni. Az atvivd rendszer elemei, az induktivitasok, kapacitasok
differencialnak, illetve integralnak, és torzitatlan alaku jelatvitel csak szinuszos jelekkel lehetséges.) A
sin/cos jelekre valo felbontas technikdjat a Fourier sorba fejtés illetve a Fourier integral jelenti. E

kettdt egydtitt Fourier transzforméacidnak fogjuk nevezni. - A Fourier transzformacio az ortogonalis
komponensekre val6 felbontas egyik modozata. Késbbb roviden megemlitiink més, technikai
szempontbdl jelentds ortogonalis transzformaciét is. A Fourier transzformacio tovabbi jelentds

érdeme, hogy a konvolucié (I. késbbb) igen egyszerlen végezhetd vele. A Fourier sorokra,
transzformacioéra vonatkozo 6sszefiiggéseket a matematika megfeleld fejezetei gondosan kimunkaltak.
Mi az alapvetd dsszefliggéseket egyszerlen tényként elfogadjuk, nem keressiik magyarazatukat;
bizonyitasukat vizsgélni, interpretélni csak fizikai, elektrotechnikai szempontbdl fogjuk.

o Mpeg Hpg

Kovetklezd:[2.2 FouriersoroK[p 9] Fel: [FouriersorokFourietranszformacip 6] EI6zd:[Fouriet
[sorokFourietranszformacidp 6]
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Kovetkezd:|[Fouriertranszformacidp 10] Fel: [FouriersorokFourietranszformacigp 6] El6z6|Jelek

hasonl6sadép 7]

2.2 Fourier sorok

A periodikus fliggvények Un. Fourier sorokba fejthetdk, vagyis sin/cos komponensekre bonthatok. Az
eljaras visszafelé is igaz: a komponensekbdl az eredeti jel visszakaphat6. A legfontosabb
osszefuggések ( T a jel periddusidug = 2w /T :

A flggvény "6sszerakasa" a komponensek segitségével:

o0

1 dl , — ib
vi(t) = Sao+Y (ar conkunt)+be sin(kuot))  v(t) = Y aeloM g = 2R
2 k=1 k=—oo 2
A sin/cos k-ik komponens nagysadganak meghatarozasa:
/2 T2
2 2
& = f i ) coa{kwot)dt by = T f () ain(kwot)dt

—Ty2 -T2
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Kovetkezo:[Kerdésekfeladatglp 12] Fel:[FouriersorokFourietranszformacidp 6] El6z56(2.2

[Fouriersorok[p 9]

Fourier transzformacio

Nemperiodikus, impulzusszer( jeleket is felbonthatunk komposensekre. Ekkor azonban a kiilénb6z6
Vi{w)d(w
frekvencigju komponensek végtelenil kdzel kertilnek egyméashoz, ¢ ( } { } mennyiség fog

w}

szamot adni arrél, hogydi.; tartoméanyban mekkora a komponensek atlagértéke. (Vv _, " un.

spektralis "srlség"-fliggvényt kapunk a transzformacié eredményéiil. Vegyuk észre, hogy ennek
i

dimenziéja nem egyezik maf dimenzidjaval !) A legfontosabb (oda-vissza transzformalo)

0sszefliggések:

Viw) = F{v(t)} = f v(t)e 7 dt v(t) = F~{V{w)} = % f Vi{w)e s

A Fourier transzforméacidnak tdbb nagyon értékes tulajdonsaga van, amelyeket a tovabbiakban
kihasznalunk. Itt most ezeket fizikai szempontbdl roviaésrpretaljuk.

a1v1 (#) + apra(t) a1 V1 (w} + a2V (w) e .
a transzformacié lineéaris (szuperpozicio)
vitia aV (auw
(Ha) (o) |éptékvaltoztatds. Rovidebb jelnek szélesebb a spektruma
vt — tg) V{w)eduto
az iddeltolds nem valtoztatja meg a jel spektrumét
vit)eso! V(= wo)
a szinuszos moduldlé jel eltolja a spektrumot, de alakjat nem valtoztatja
= .
vt ()Y (w) o . _
differencialni a frekvenciatartomanyban igen egyszeri
£ oo
J vir)dr —§ [ vlrdr | Ly,
= = » az integrélas isgyszeri
oD
f vi (Tt —7)dr Vi(w)Valw)
-, a konvolucié a frekvencia-tartomanyban szorzassa redukalddik
Megjegyzések

A frekvenciaspektrumot természetesen negativ frekvenciakra is értelmezhetjik. A sin/cos flggvények
paros/péaratlan voltdbdl adoddan ebbdl meglepben Uj informacidhoz azonban nem jutunk. A
tovabbiakban frekvenciaspektrumon, - ha mast nem mondunk roéluk, - a komponensek abszollt
ertékébdl eldallitott 4brat értiink. Sokszor emlitjik az energia-, illetve teljesitmény spektrumot is: itt a
komponensek négyzetét vesszik figyelembe. Ezekre a kilonbségekre mindig tgyelnink kell. A
Fourier transzformécié alaptulajdonsagai kdvetkeztében sok olyan eljaras létezik, amelyek a spektrum
eldallitasat megkonnyitik. A& [p 11] &bran egy szimmetrikus exponencidlis gorbe lathat, amelynek
meg kell hataroznunk a frekvenciaspektrumat. - Természetesen méd lenne a transzformaciés

v(t) = Aet/7

képletekbe behelyettesiteni, de most mas utat valasztunk flggvényt egymas

10



utan keétszer differencialjuk, visszakapjuk az eredeti fuggvéeny alakjat, meg egy idealis impulzust

(Dirac deltat). - A kétszeri differencial.  négyzetével valo szorzast jelent. Ennek segitségével az

Viw)

eredeti flggvény frekvenciaspektrumara vonatkoz6 dsszefliggés konnyen felirhato, - plo]|
kozvetleniil kifejezhetd. (Az idedlis impulzusnak a frekvenciaspektruma .l [pz16] részben

talalunk ismereteket.) Figyeljiunk fel arra, hogy az exponencialis, valamint a sin/cos fliggvények
kétszeri derivalas utan ugyanazt az alakot adjak (csak az Y skala lesz mas). A fenti eljaras tehéat
célszerlen alkalmazhat6, ha a megnevezett fliggvények, vagy azok szakaszai szerepelnek az eredeti
id6flggvényben.

A Fourier transzformécié altalaban sokat egyszersodik, ha észrevessziik, hogy a fliggvény paros,
vagy paratlan-e, illetve ha tudatositjuk, hogy a fuggvény milyen szakaszok 6sszegébdl all eld. Ha ezek
a szakaszok kdnnyen transzformalhatdk, akkor csak az eltolt fliggvények miatti komplex mennyiséget
kell az egyes spektrumkomponensek 6sszeadasanal figyelembe venni. - Az is sokat hasznal, ha
rajévink arra, hogy a transzformalandé fuggvény egy kétértékd (0 és 1) fliggvénynek és egy kdnnyen
transzformalhato fliggvénynek a szorzata. - Mindezekre szamos példéat talalunk a Feladatok c.
jegyzetben.

A
//\ Wt) = Ag I AVo]
4

- | : Al-1!1)signls ) eI i ¥ (o)

- -Af
-"J/ ¢ Allf)Fele Al 721 ¥ )
-A2k
24 2 1
a — c _ - -
0* A¥[o)= Af e le] - = Flo)=— 17—

5. Abra

il[IOlZ]ll[PG]:i[W]

Kovetklez6:[Kérdésekfeladatdfp 12] Fel: [FouriersorokFourietranszformacidp 6] E16z6:[2.3
[Fouriersorok|[p 9]
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il (P13 ll [p 6] :i [p1Q

Kovetkezo:[Négyszdgjefrekvenciaspektrunhfp 13] Fel: [FouriersorokFourietranszformacidp 6]
Eldzd[Fouriertranszformacifp 10]

Kérdések,feladatok
1. Hatarozza meg egy un. bekapcsolasi jelenség frekvenciaspektrumat.
(i) =0 hat <0

sin(2xt/T) t>0
2. Hatarozza meg egyetlen T id6tartamu szinuszhullam frekvenciaspektrumat.

12



il[plﬂll[pG]:i[plﬂ

Kovetkez:[Kérdésekfeladatglp 15] Fel: [FouriersorokFourietranszformacidp 6] El6z0
[Kérdésekfeladatdfp 12]

Négyszogjelfrekvenciaspektruma

Viszonylag részletesen foglalkozunk egy egyszer, periodikus jelalakkal, a négyszogja) gb. 1

abran an. szimmetrikus négyszdgjelet dbrazoltunk, a koordinatarendszer origéjahoz képest eltolt
helyzetekben. A periodikus négyszdgjel frekvenciaspektruma viszonylag kdnnyen meghatarozhato,
csak az erre rendelt képletet kell hasznalnunk. Azt is tudjuk eldre, hogy a spektrum "vonalas" lesz,
vagyis csak diszkrét frekvencidkhoz tartoz6 eredményeket varhatunk. - Az eredmények vizsgalata sok
értékes, altalanosithatd ismerethez vezet.

El&szor azt a szimmetrikus jelet valasztjuk, amelyik az origbhoz képest szimmetrikusan helyezkedik
el. Ez paros flggvény, igy csak koszinuszos komponensafiatunk.

T 2
2 2o

—r 2

a szamolast elvégezve a kovetkezd - célszerlien atrendezett - eredményre jutunk:
7 an kwr /T sinis
a, = 24— / = (=}
T knr{T T

. o we=2x{T . . .
( A a négyszogjel amplitadoj , k pedig egész, - mutatja, hogy hanyadik
TfT =172
felharmonikusrdl van sz6.) Az 1.3.1. abran mutaf,, f esetében a felharmonikusokbol
Iétrehozottfrekvenciaspektrumot.

L

a [223] | - |
o -~
S S o
.. .
N l-'.__- l,_ __-*-J r_---.'-_\_lh__—‘_
o I &7
6.Abra

Fel kell hivnunk a figyelmet a kdvetkezdkre:

13



1. a spektrumvonalak burkol6gorbéje sin(x)/x fliggvény szerinti. Ez a fliggvény rendszeresen, Ujra
és (jra fel fog bukkanni;
2. a spektrumvonalak 1/k szerint csokkend értéklek;
_ L T=12 . 5
3. a szimmetriku négyszogjelbdl a paros harmonikusok hidnyoznak, csak a
paratlanok zérustdl eltérd értékiek;

4. @0 griéke zérusra adodik, mivel a négyszodghullamot éppen igy helyeztik el. Vegyik észre, hogy a

négyszaogjel fliggdleges helyzetének valtozasa cs ran. egyenaramu kozépértéket
befolyasolja, a felharmonikusok nagysagat nem !

o o /T =1/1{ . PRI
Ismételjiik meg vizsgéalatunka esetre. Az eredmény @{p 14] abran lathato.
1410
[
:?.IE' A
AL
/ 7
"i"'ﬁ‘
*a
7.Abra
Itt a kovetkezdk érdemelnek figyelmet:
o sin{z}
1. a burkolégérbe most is - trividlisar. szerinti;

7fT
2. a spekrtrumvonalak amplitidéja az el6z6 esetben tapasztalt értékek 1/5 -ére csokke f livel
is ilyen aranyban valtozott;
) o B ) ) mnt{T=mx
3. a burkologoérbe elsd zérushely@igpektrumvonalat talalunk.meghatarozhato
o om=7lT =10 ) o _
Osszefliggésbé spektrumkomponenst taladlunk az elsé zérushelyig;

4. az elsd néhany spektrumvonal lényegében azonos amplitadoju.

Fogalmazzuk meg altalanos tapasztalatkénT: &léandé ésr csdkken, a spektrum kiszélesedik.Ha
allandé édr ndvekszik, akkor az alapharmonikusok frekvencidja csokken, a spektrumvonalak
sOrdsodnek. A spektrumkomponensek amplitidoja mindkét esetben csokken.

il[plﬂll[w]:i[pﬂ]

Kovetklezd:|Kérdésekfeladatglp 15| Fel:[FouriersorokFourietranszformacidp 6] El6zo:
[Kérdésekfeladatdfp 12]
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il[p16]l|[p6]:i[pl3]

Kovetkezd:|Az egysegimpulzus: univerzahszsgalojel[p 16] Fel:[FouriersorokFourief
franszformacidp 6] El6z6[Négyszdgjefrekvenciaspektrunfp 13]

Kérdések,feladatok

Mutassuk meg, hogy #[p 13] abra szerinti jelekhez - az egyenaramd szinttdl fiiggetlendl - azonos
abszollt értéka spektrumkomponensek tartoznak. Kozelitdgkpak3] é97 [p 14] abra szerinti
jeleket az alapharmonikussal. Ertelmezziik, hogy mely szakaszokon nagyobb, vagy kisebb az eredeti

jel, mint az alapharmonikus értéke.

15



il[p19]l|[p6]:i[plﬂ

Kovetkezd:[Inverz Fouriertranszformacidp 19| Fel: |[FouriersorokFourietranszformacidp 6]
El6zd[Kérdésekfeladatdfp 15]

Az egységimpulzus: univerzalivizsgalojel

Az elBbb kapott eredményeket megprdébaljuk igy moédositani, hogy egy idealis impulzus (Dirac delta
fliggvény) frekvenciaspektrumahoz jussunk el. Ez a tovabbiakban nagyon fontosséa valik. Ezért
ertékét noveljik, egyidejlleg pecigertékét csokkentjik, igy az elsd zérushely egyre inkabb kitolodik,
kdzben azonban a spektrumvonalak szama allandéan novekszik. Sajnos, ezzel egyidejlleg a vonalak
amplitadéja is csokken. Ennek kompenzalagééatékét noveljiik ugy, hogy A+ szorzat allando
maradjon. | gy eljutunk ahhoz az eredményhez, hogy az "idealis” impulzus frekvenciaspektrumara
jellemz6 abra egy, az abszcisszaval parhuzamos egyenef§]fgsk6] abra)

Vlw b pavekenk

N Ny
[‘- 7= || Tt -

8. Abra

Kdzben azonban mindségi valtozas is keletkezett. Mivel a keresett hataresetben a spektrumvonalak
végtelenil kozel kertilnek egymashoz, most mar csak arrél beszélhetiink, hogy egy igendiiskeny
s&vban mekkora az atlagos amplitidé komponens, - nem mondhatjuk meg pontosan, hogy adott értéki
w -hoz mekkora amplitudé tartozik. Az abra alapjan azt latjuk, hogy minden frekvenciakomponens
azonos amplitidoval szerepel. Ez az érték egységnyi nagdnggetén egységnyi lesz. (Ezt kiilon

nem bizonyitjuk.) A fenti gondolatot tartalmazza az egyszer lefuté (impulzus-szerQ) jelekre vonatkozo6
Fourier transzformacié képlete is. Az ilyen tipusu 6sszefliggéseket, amelyek a Fourier transzformacio
eredményeként allnak eld, (frekvencia)sriségspektrumnak hivjak. Tényleges amplitidértéke csak a
Viw)dw mennyiségnek van. (Vegyuk észre, hogy gondolatmenetiinkkel "bajt is okoztunk". Ha ezen
sOriségspektrum négyzetét minden frekvenciara integralnank, eredményul végtelen nagy energiat
kapnank. A bajt persze enyhiti, hogy "idedlis” impulzusunk sem egészen hétkbznapi, ennek energigja
is végtelen nagy.) Az a tény, hogy a delta figgvényben minden frekvenciaju komponens azonos
amplitidoval szerepel, kézenfekvd médon determindlja idedlis rendszervizsgald jelként. Ha ugyanis a
rendszer pl. frekvenciakarakterisztikajaval adott, akk{® fazl7] abra alapjan a bemendjelhez tartozo
kimendjel frekvenciaspektruma igen konnyen megkaphato, mindossze a bemenet és a halézat
frekvenciakarakterisztikajat kell 6sszeszoroznunk. (Természetesen Ugyelnink kell arra, hogy a halézat
fazismodositasat is figyelembe vegyuk, vagyis az atvitel komplex értékével kell szdmolnunk.)
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Hiwm)

V&(f}

(1)
o(t)

9. Abra

Vk(fJ

hoit)

)

Velw) = Wolw)H (w)
(t)

Hapr“:II a bemendjelként megjelend delta fliggvény, akkor a kimeneten keletkezd jel
frekvenciaspektruma megegyezik a hal6zat frekvenciakarakterisztikdjaval, mert a bemenetben minden
komponens azonos amplitidéval szerepel. - Természetesen a kimeneti frekvenciaspektrumot Fourier
transzformacidval idéfligvénnyé transzformalhatjuk. Baftpkimeneti jelalakot a rendszer/hal6zat

sulyfiggvényének nevezik. Ez ugyanugy jellemzi a haldzatot, n m frekvenciakarakterisztika,

mivel kdzottiik a Fourier oda-, illetve vissza transzformacio teremt egyértelmd kapcsolatot. Egy
rendszer frekvenciakarakterisztikgjat végtelen sok frekvencian térténd amplitido és fazisméréssel
lehet megkapni, de fizikailag azonos érték eredményt ad, ha megmérjik a sulyfliggvényt. Ez utobbi
gyakorlatilag sokkal egyszerdbb. - Csak arra kell tgyelniink, hogy a delta fliggvényt gyakorlati
célokra "leszeliditsuk". A végtelen nagy amplitidé mindent tonkre tenne, tehat csak akkora impulzust
adjunk, amelyet pl. a rendszerben talalhato tranzisztorok elviselnek. A végtelenil keskeny impulzust
sem egyszerQ eldallitani, ezért olyan rovidre valasszuk a szélességét, hogy az biztosan legalabb egy
nagysagrenddel kisebb legyen, mint a rendszer legkisebb iddéllanddja. (Ez a halozat felsd
frekvenciahataratol fugg, |. Elektronika jegyzet aramkorokon, a kvazidifferenciéléd és kvaziintegralod
aramkorokon vizsgaljufq[p 18] abra). A kvaziintegralé bemenetére adjunk egy delta fliggvényt,
melynek nagysagds . Ha az aramkor bemenetén egy fesziiltségugras jelenik meg AdRkor

nagysagu aram indul, mely természetesen a kondenzatoron is athalad. Ezniéigrfolyik, ezen

ATfR Ar{R(C

id6 alatt a kondenzatorc nagysagu toltés halmozaodik fel, me | nagysagu
feszlltséget jelent. Fnvégtelenil (vagyis elegendden) kicsi, akkor a bemeneti impulzus megszQinte
utan a kondenzator exponencialis gérbe mentén RC iddallandséiibl

17



10.Abra

A kvazidifferencialé aramkoér esetében a kondenzator tdltddése természetesen ugyanigy fog lezajlani,
azonban a bemeneti jel a kondenzatoron keresztil a kimeneten is megjelenik. A kondenzator a
megjeldlt polaritasra toltddik és igy negativ polaritasu kistlési gérbe keletkezik.

il[p19]l|[p6]:i[p15l

Kovetklezd:|Inverz Fouriertranszformacidp 19 Fel: [FouriersorokFourietranszformacidp 6]
El5z6:[Kérdésekfeladatdfp 15]
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il[p24]l|[p1]:i[p16]

Kovetkezd:[Kérdésekfeladatofp 24] Fel:|Linearisrendszerek jellemz0di észsgalatukip 1] EI6z6
[Az egysegimpulzus: univerzahszsgalojel[p 16]

Inverz Fourier transzformacio

Mielbtt a cimben jelzett targyhoz hozzakezdenénk, egy a hal6zatokkal kapcsolatos fontos fogalmat, a
halozatok idokésleltetését és annak hatasat kell megvizsgalnunk.

| HiBA NELKUL FAZISHIBAVAL

’;_&U— + ﬁ\._./
S I
o

11.Abra

Az[1][p 19] 4bra mér ismert jelenségre utal. Ha egy szimmetrikus négyszogjel elsé és harmadik
harmonikuséat 6sszegezziik, akkor az eredeti jelhez eléggé hasonlé eredményhez juthatunk. Ha
azonban a harmadik harmonikus fazisat megforditjuk, akkor az 6sszeg mar nem adja a helyes abrét.

Ha ennek okat keressuk, akkor eldszor azt kell megallapitanunk, hogy mi a halozatok torzitatlan
jelatvitelének (egyik) feltétele. A Fourier komponensekre bontas szellemében a bemenetre érkezd
kilonbozd frekvenciaju 0sszetevok megérkeznek ugyan a kimenetre, azonban mindegyik némileg
késik. Ha a bemeneten a jelkomponensek egymashoz viszonyitott fazisa adott, akkor az alakh@ atvitel
feltétele, hogy a kimeneten is ugyanilyen legyen a viszonyuk. A kimeneten megjelend (szinuszos)

o anfu(t—-rw)} o 7{w o y
jelek formaban irhatok fe azt fejezi ki, hogy a kiullonb6z6 frekvenciakhoz

o)

7w T
kilonb6zo késleltetési idd tartozhat. Kézenfekvé,( " a frekvenciatdl fuggetlen éllan((, :
akkor a komponensek fazisviszonyai a kimeneten éppen olyanok lesznek, mint a bemeneten.
Vizsgaljunk most egy egyszera példat, az RC alulateresztd szirot. tAarst@lasa

wlw) = atan{—wRC)

A kimenet és bemenet kozotti idokésés mértéke - allandosult szinuszos jelet feltételezve - kbnnyen
meghatarozhato.

B}

2 v

lw) 2

r{w) = =17 T
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A i o Bl plw} = —Touw
Jol latszik, hogy a késleltetés akkor lesz alland¢,” ° fuggvény linearis, vagyi .

Az RC alulateresztd esetében mas a helyzet, mint ahogy az aramkorok tdbbségében is.

B alulateresztt

| alulatereszia

12.Abra

Arzf [p 20] abra baloldalan az RC alulateresztd fazis és késleltetési idé gorbéi lathatdk. Feltlintettiik
e

arj!-m un. csoport-futasi idd gorbét is. Ezt szoktak a hal6zat "diszperzidjanak” tekinteni, amely fogalom
arra utal, hogy a kulénb6zd frekvenciaju komponensek mennyire "szérédnak szét" egymashoz képest
a halézaton valé athaladasukkor (v.6. kisérleti fizika fazisebesség). Az 4bra jobb oldalan az idealis
alulateresztd haldzat abszolutérték atvitelét és fazismenetét dbrazoltuk. Ez az abra egyuttal e fogalom
definicidjaként is tekinthetd.

Eléggé magatdl értetdddnek tlnik azt kérdezni, hogy milyen kimendjelet kapunk, ha egy idealis
alulateresztd sz(rd bemenetére idedlis impulzust adunk. Ha az impulzus nagysaga

Hiw)dus
(amplitudé-idGtartam szorzat) egysegnyi, akkor a kimeneten megjelend kom| () ertéka
lesz. A Fourier (vissza ) transzformalas szabalyai szerint &~ #“* kifejezés a minden
frekvencidéra azonos mértéka jelkésleltetésre utal):

sin [wy (t —70)]

oy
vr(t) = f AgFumgirtg, — 94

_"'"'.f

i—mm

Az eredménybdl az alabbi fontosabb tanulsdgok vonhatok le:

T

1. A kimeneten megjelend idofuggve | alaku lesz, - a Fourier transzformacio soran tehat
az idobeni és frekvenciatartomanybeli jelalakok “felcserélhetdk”, szimmetrikusak;

2. t =0 el6tt is van kimendjel, mintha a rendszer eldre sejtené, hogy a 0 iddpillanatban majd
impulzust adunk a bemenetéfgd [p 21] abra ) Ez az ellentmondéas sokaig foglalkoztatta a
matematikusokat. Az ellentmondas feloldasara azt mondjuk, hogy idedlis alulateresztd nem
létezhet fizikailag. Pontosabban: fizikailag nem realizalhat6 olyan hal6zat, amelyiknek a
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frekvencia atvitele egy adott értéken tll azonosan zérus.

wel =
3. A kimendjel 6nkényes, - de nem irraciondlis - definicidju talpszélessé )°
2T = lfff
Osszefliggéshb értékare adddik. A kimendjel "fohullama” tehat ennyi ideig tart,

vagyis az alulateresztd felsd hatarfrekvenciajanak a reciproka szabja meg. Ez nagyjabdl
megegyezik régebbi ismereteinkkel, amelyeket pl. a kvaziintegraldé aramkor kimenetén kaphaté
legrévidebb impulzusrél szereztlink. - A dolog elvi jelentdsége nagyon fontos: a felsd
frekvenciahatar szabja meg a kimeneten kialakulé legrévidebb impulzus szélességét.

4. atlathatjuk az unNyquist tételek igazat, jelentbségét, mely szerint: ¢ fysévszélességﬂ
2f
rendszeren legfeljek _ JrjeI (impulzus) vihetd amegkulénbdztethetden.

vl L7
I_-.f_ ",.-';-\." f-
VRN
1 T 1 r"‘-u--‘" o
|
=0

13.Abra

Az[14[p 22] 4bra a. része killonos (ideéalis) impulzussorozatot mutat. A jelenség periodikus, azonban
bizonyos iddpontokban nem jelenik meg az impulzus. Ez igy egyszer( modellje a binaris informacio
kozlésnek: az "1" esetben van impulzus, "0" esetben nincs. Ezek a jelek - feltevéslink szerint - egy
idedlis alulateresztdn haladnak keresztil. Mindegyik bemeneti impulzus a kimsém,ﬂ:,f:I= alaku

jelet kelt. Ezek természetesen a bemeneti impulzushoz képest késve jellenek meg a kimeneten. A b.
abran ezt a késleltetést a valdsagos fizikai esettdl eltekintve zérusnak tekintjik, hogy az abrasor

e . sin{z}/z o

attekinthetd legyen. A kimenet alaku jelek 6sszege jelenik meg. Nagyon fontos

tudatositani, hogy ez az 6sszeg - a mintavételi idopontoktdl eltekintve (c. abra) - nem korlatos, mert az
1/k szerint csdkkend mellékhurkok 6sszege barmilyen értéket felvehet. - Ha a mintavételi id6pontokat
egybeejtjik az eredeti impulzusok id8pontjaival, akkor a mintavételi iddpontokban az esetleg
véletlenszerlen valtozé multbeli impulzusok esetén is pontosan kaphatjuk a kérdéses impulzus

amplitidojat. - Az eldbb mar IélttukgIl o/ alaku jelek részletesebb vizsgalatanal, hogy a helyesen

1/2
detektalhato jelek ismétl6dési idejér / ff -nek kell lennie. Az 4bra c. része a mintavevd jeleket
tlinteti fel, d. részén pedig a detektalt kimenetet latjuk. A fenti gondolatsor persze nem bizonyitas,
csupan értelmezése a Nyquist tételnek. Ez a tétel az informacidkdzlésnek sarkalatos toérvénye: véges
fels® hatarfrekvenciaju rendszeren nem lehet a hatarfrekvencia kétszeresénél gyorsabban impulzusokat
(vagyis a lehetd legrovidebb jeleket) tovabbitani. (Ezt hivjdk Nygelstsségnek.)
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14.Abra

Vegylk észre azt is, ha a bemeneti impulzusok amplitidoi kilénb6z6 nagysaguak lehetnek, ezek
magassagaval is kdzolhetiink informaciot. Az ismertetett mintavételi eljaras ezeket is pontosan adja
vissza, vagyis az atvitt informécié mennyisége igy is névelhetd. Ennek a modszernek az atviteli
csatorndk zaja jelenti a korlatjat, emiatt a a detektalt impulzus amplitidok nem lesznek egyértelmien

megkulonbdztethetdk. - Ezzel eljutottunk a csatornakapacitas fogalmahoz, am ,fyfelgﬁ
frekvenciahatéru csatornan atvihetd maximalis informaciofluxust adja meg, vagyis a masodpercenkeént
atkildhetd idedlis impulzusakamat:

=2 ff.!aggfﬁ [N +1) ahol §, illetve N a jel, &s a zaj teljesitményét jelenti.
A delta-impulzus halézaton torténd atvitelének ismeretében mas, technikai szempontbol értékes
ismerethez is kdnnyen juthatunk. Igy pl. meghatarozhatjuk, hogy ugrasjel (Iépcsd- fliggvény) hatasara

mi jelenik meg az idedlis alulateresztd kimenetén. Ehhez azt kell észrevenniink, hogy a kimeneti jel
frekvenciaspektruma mindig a bemeneti jel és a haldzat frekvenciaspektrumanak szorzatakeént all eld.

. : . - Ju P .
Ha a bemeneti jelet differencialjuk, ez a bemendjel spektrun 1akal torténd szorzaséaval, vagy
osztaséaval egyenértékd. llyenkor azonban nem valaszthatd szét, hogy a miveletet a bemeneti jelen,
vagy a kimeneten hajtottuk végre.

Velw) = H{w)WV(w) , illetve
H{w}juWy (w) = jurV(w)
A dolog lényege: a bemendjel differencidlasaval , vagy integralasaval eldallé bemend jelalakhoz

tartozé kimendjelet a kimendjel differencialasaval, illetve integralasaval is kaphatjuk. (Persze forditva
is!)
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15.Abra

Adjunk példaul egy idealis alulateresztd sz(rd bemenetére feszliltségugrast. Ez az impulzus figgvény

integralja, - tehat a kimeneti jelet megkaphatjuk az impulzushoz tartoz6 kimendjel integrafe§aval
sinm/E

[p 23] 4bra). Az ugrasfesziiltség hatasaratel / fuggveény integréalja fog a kimeneten

megjelenni. (Természetesen itt is séril az okséagi elv.)

o [Kérdésekfeladatok[p 24]

il [p 24] ll [p1] :i [p 16]

Kovetklezd:|Kerdésekfeladatglp 24] Fel:[Linedrisrendszerek jellemzoi eészsgalatul{p 1] EI6z0o:
[Az egysegimpulzus: univerzahszsgalojel[p 16]
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il [p29 ll [p 19] :I P19

Kovetkezd:[Konvollcid [p 25] Fel: [Inverz Fouriertranszformacifp 19 El6zd[Inverz Fourier]
franszformacidp 19

Kérdések,feladatok

Milyen lesz az idedlis felllateresztd kimendjele bemeneti delta impulzus, valamint bemeneti
ugrasfesziiltség hatasara?
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il[p27]l|[p1]:i[p24]

Kovetkezd:[Dekonvoluci@[p 27] Fel:[Linearisrendszerek jellemzoi eészsgalatul{p 1] EI6z0
[Kérdésekfeladatdfp 24]

Konvollci6

Ennek a tantargynak az egyik legérdekesebb részéhez értlink el. Itt a szuperpozicié elvét fogjuk
kihasznalni a halézatokra adott jelre adott kimeneti valasz keresésénél.

Allitasunk a kovetkezd: lineéaris haldzatok esetében a sulyfliggvény ismeretében tetszéleges
bemendjelhez meghatarozhatjuk a kimendjelefL@pp 25 . dbra ezt részletesen kovethetdvé teszi.
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16.Abra

Az a. abra egyetlen bemend impulzus sorsat tlnteti fel, tehat ennek kimeneti valaszfugdgnye a
fliggvény. A b. dbra bemendjele tdbb impulzusbdl all, ezek mindegyike kivat(gdiiggvényt a
kimeneten. - A t iddpillanatban Iétrejovo jelet az "eldzményekbdl” 6sszegzéssel hatarozhatjuk meg.

A c. dbra mar egy kicsit mas helyzetet mutat. Itt a bemeneti fiiggvény folyamatosan valtézik. A
idopont kdzvetlen kozelében veltll értékv(tl) ertékével egyitt egy delta flggvényt hataroz meg,
tehat a kimenet, - az el6zdhoz hasonldéan - a sulyfiiggvények altal determi(‘t;;fllmggvényw{ﬁl}.‘:ﬂk
nagysagu elemi impulzusokbdl tevddik dssze. A kimendjel altalanos formulaja kénnyen felirhat6. A
kimeneten megjelenik a bemeneti impulzus hatasara:

l:‘l.l'{tl }d'l'.il h-(t - tl}

nagysagu jel. Ennek szellemében a kimenet:
i

i'..l'i:l:t} = f ﬂ{tl}hl:t -1 }dtl

—infip

Ez fontos 6sszefliggés, nagyon sok helyen felhasznalhaté. (Szamos, mdadositott alakja is létezik.) - Az
integral altal megszabott mdveletet konvollciénak hivjdk. Talan most mar megérthetd, hogy ez a
szuperpozicio elv leglényegesebb kdvetkezménye, és nagyon tag az alkalmazasi terllete.

Példaképpen szamoljuk ki egy alsé és felsd frekvenciahatarral rendelkezd (vagyis val6sagos) erdsitd
kimenetén az ugrasfiiggvény hatasara a kimeneten keletkezd je{dgkas] abra). - Ez nem csupan
gyakorlo feladat, hanem fizikusok esetében a nukleéris jelek detektadlasanak/erbsitésének alapvetd
kérdését is érinti. ( A nuklearis jeldetektorok tébbsége ugyanis egy - altaldban a detektalt részecske
energiajaval aranyos - fesziltségugrast ad az erdsitd bemenetére.)
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Az ugrasfiiggvény hataséra a bemeneti kvazidifferencialé aramkor kime*/*hjellega fuggvény

. PN - T P L, ~ ~ . P L0,
keletkezik. Ezt kell konvolvalni eg’ 2 iddallandéjl - mar az eldzé részben megismert, kvaziintegrald
aramkor sulyfiggvényével. A konvoldcié integral felhasznalasaval az eredmény:

i
u = Aot fExp B DR ks dr = Agvg—12 (E—f;ﬂ _ E—i{m)
! ) () T — T2

Ez kdnnyen kiszamolhato, - és az eredmény arra utal, hogy a kvaziintegral6 és a kvazidifferencialé
aramkorok mennyire modositjak a kimeneti jel alakjat és amplitadojat. Az eredmény kvalitflive az
[p 26] 4bran lathatd. (A gorbék mellett feltlintettlik az integrald, majd a differencial6 idéalland6

. A

ertekelfJI -ban.)

il[p27]l|[p1]:i[p24]

Kovetklezd:|Dekonvoluci¢[p 27] Fel:|Linearisrendszerek jellemzoi &észsgalatulfp 1] El6z6:
[Kérdésekfeladatdfp 24]

26



il[pSO]ll[pllii[DZQ

Kovetkezo:[Kerdésekfeladatgp 30] Fel:[Linearisrendszerek jellemz0i észsgalatuklp 1] EI6z6

[Konvolticid p 25]

Dekonvollcio

17.Abra

A mérbrendszerek altalaban bonyolult hal6zatok és valamilyen meghatarozott
frekvenciakarakterisztikdjuk van. Kézismert pl az, hogy a mérérendszer a keskeny vonalakat
kiszélesiti, "elkeni” - tehat gyanakodhatunk valamilyen felsd hatarfrekvencia létére. Két fontos példat
mutatunk. Az egyik a mozifilmek hangcsikjainak detektaf@3dp 27] . abra). Itt egy fénynyalab

vilgitja meg a filmet és a fényt egy résen keresztil érzékeljuk. - Ha a filmen egy extrém keskeny

T
atlatszé csikot mozgatunk, akkor a szalag v sebességgel torténd mozgas = |smpfesséqgu jelet
kapunk a fénydetektor kimenetén. Ez a jel azonban most sokat jelent: ez a mérdrendszer

8in &/
sulyfiggvénye ! Ennek Fourier transzforma . f alakul lesz. (Ezt a fuggvényt a leirt jelenség

miatt "résflggvénynek" is nevezik.)
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TASMAE

18.Abra

A masodik példankLd[p 28] .abra ) a magneses hangrogzités lejatszasi elvét mutatja. Az ugyancsak
& szélességi rés eldtt most egy rendkiviil révid magneses szakasz halad el. Tegyiik fel, hogy a
magneses szakasz csak a légrésben fejti ki hatdsat, vagyis itt indukél a tekercsben feszliltséget. - Most

azonban a kimeneti ji “ tavolsagban 1évd két, ellenkezd polaritasu delta figgvénybdl fog alini,

mivel ez alatt az idd alatt a tekercs fluxusa nem valtozik. Természetesen az ehhez tartozo
frekvenciakarakterisztikat is meg lehet hatarozni. A két frekvenciakarakteriszfllH@28] abran

lathatd. Vegyuk észre, hogy rés szélességének, valamint a szalag mozgasi sebességének meghatarozé
szerepe van. Erdekes az a kulénbség is, ami a zérus frekvencia atvitelében tapasztalhato. - A
hangrdgzités karakterisztikdja nem nagyon bizalomkeltd, - egyenld amplitidoju atvitel csak
korlatozottan lehetséges.
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19.Abra

A mért jelet a mérBrendszer kimenetén észleljuk, ahol ez mar "torzitott”. Nagyon érdekes kérdés: a

mérdrendszer atvitelének ismeretében lehetséges-e olyan korrekcids haldzatot beiktatni, amelyik a

teljes elrendezést mindent-ateresztdve, tehat "torzitasmentessé” teszi. Ez a mérési probléma szinte
minden természettudomanyos szakterlleten jelentkezik.

A feladvany af2Q [p 29 abra alapjan elvileg egyszerten megoldhaté: olyan korrekcids halézatot kell
hasznélnunk, amelynek karakterisztikaja a mérbeszkodz karakterisztikajanak reciproka. A valésagban
azonban a helyzet bonyolultabb. HH &al6zat bizonyos frekvenciakat alig, vagy egyaltalan nem visz
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at, akkorK értékének ezeken a frekvenciakon igen nagynak (végtelennek) kell lennie. A minden
rendszerben elkerllhetetlendl jelenlévd zajok azonban az elvi modszer gyakorlati alkalmazhat6sagat
radikalisan korlatozzak: a nagy erdsitésl szakaszok nagyon (végteleniil) zajosak lesznek. A korrekciés
hal6zatok tervezése tehat megfontolast kivan és csak kompromisszumokkal lehet végrehajtani. Az
elvileg egyszer( megoldasu dekonvollcios feladatnak - kisszamu kivételtdl eltekintve - csak kozelitd
megoldasa létezik gyakorlatban.

Hlol Kla) =1

E 4 e

"Farzit" "Uizczastorzit” |

K[m]=m

20.Abra

o [Kérdésekfeladatok[p 30]

il[pf%o]ll[pl] :i[IOZﬂ

Kovetklezd:|Kérdésekfeladatgkp 30] Fel:[Linearisrendszerek jellemzoi &észsgalatukfp 1] El6z0:

[Konvolicid [p 25]
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il[p31]l|[p27] :I[p271

Kovetkezd:[Korrelaciosfuggvenyekp 31] Fel:|Dekonvoluci¢[p 27] El6z6|Dekonvolucig[p 27]

Kérdések,feladatok

Szamolja ki afg] [p 26] abra feladatat gy, hogy a kvazidifferencial6 és kvaziintegralé aramkorok
helyet cserélnek. Milyen lesz a kimeneti jel egy kvaziintegralé aramkoér kimenetén, ha a bentenetre a
= 0 iddpontban egy koszinusz fliggvényt kapcsolunk, melynek periédusideje megegyezik az aramkor
idéallandojaval? Milyen lesz [p 27] abra szerinti elrendezés kimeneti

frekvenciakarakterisztikdja, ha a rés a film mozgasi iranyahoz képest kissé elferdil? Milyen lényeges
valtozas jon létre? Milyen lesz a kimeneti frekvenciakarakterisztika, ha a "rés" kor alaki? Rajzolja
meg, hogy egy kvaziintegrald (vagy kvazidifferenciald) jellegl hal6zathoz milyen dekonvollciés
hal6zat tartozik? Lehet ezt megvalésitani?
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il [p34] ll [p 1] :i [p 30

Kovetkezd:[Kérdésekfeladatglp 34] Fel: [Linearisrendszerek jellemzoi észsgalatuiip 1] EI5z0
[Kérdésekfeladatdfp 30]

Korrelacids figgvények

Az a furcsa kérdés, hogy mennyire hasonlit egy fliggvény 6énmagara, eléggé értelmetlennek tanik. -
Azt azonban kénnyQ atlatni, hogy egy fiiggvény hasonlithat iddben eltolt valtozatafa.{p7]
szakaszban mar azt is lattuk, hogy a hasonlosag mértéke a két fliggvény szorzatanak integraljaval
aranyos.

Az autokorrelacios fuggvényt ugy allitjuk eld, hogy az eredeti fliggvényré&stakkel eltolt

T
flggvényt 6sszeszorozzuk egymassal. Eredmény fliggvényhez érkeziink:
o0

R(r) = f et )it — 7)dt,

illetve: B
1 T
R(r) = Th—}lgn o f it e (t — 7)di.
=

Az autokorrelacios fuggvény legfontosabb tulajdonsagai konnyen atlathatok, éitdtesdk:

. Rir})= R{-T1)

R(0) == [ 2
° a 0 pontban felvett értéke a jel energidjaval aranyos
. R{o) > R(7); ha 7 #0

:a figgvény az origéra szimmetrikus.

:maximalis értéke a 0 pontbgadalhato

Az[21[p 31] abran egyszera fiiggvényeket és autokorrelogramjukat mutatjuk be. Néhany egyszera
dsszefliggést, szabalyt kdnny( atlatni. - Az impulzusszer( figgvények autokorrelaciés fuggvényei is
impulzusszerQek. A periodikus jelek megdrzik periodicitasukat. A zajszer jelek autokorrelogramja
pedig impulzusszerd.

|1::n beLil | vit]

"_!; 1 -P r ; Hi
| Vs

] L‘lfl{ 7)) K= ]-J"{ ]
—4&_ ; -"(."' i | T
| i

impalius kettds inplras ER;
21.Abra
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Erdemes arra is figyelni, hogy

e két fliggvény 6sszegének autokorrelacids fliggvénye nem a két fliggvény autokorrelaciés
fliggvényének 6sszege
® az autokorrelacids fuggvénybdl nem lehet az eredeti fliggvényt visszakapni.

Az autokorrelatorok, mint jelvizsgal6 eszk6zok - a digitalis szamitdégépek elterjedése eldtti iddkben -
igen fontosak voltak. Sok szakma hasznalta dket, killonosen ott, ahol a jelek a hangfrekvencias
tartomanyba, vagy annak kdzelébe estek. Ez esetben ugyanis a jelek késleltetését a magnetofonfejek
kozotti tavolsag valtoztatasaval egyszerlien meg lehetett oldani.

Autokorrelaciés modszerrel elsdsorban zajjal fedett jeleket értékeltek. Az egyik sikeres alkalmazast a
pulzérok felfedezése jelenti. Ez tulajdonképpen tipikus alkalmazésnak is szamithat, mert zajszerQ
jelben vadasztak valamifajta periodicitasra.

Az autokorrelacios fuggvényhez hasonlatosan az un. “keresztkorrelacios figgvény” is definialhato,

illetve értelmezheto:
o0

Ria2(r) f v (t)ee(t — T)dt,

—

Nagyon érdekes eredményre jutunk, ha egy rendszer bemendjele és kimendjele kozotti
keresztkorrelacios fuggvényt allitiuk @ [p 32] . bra)

be = v (1) |
|
|
] !
I
.’
-
|
J
22.Abra
. . . . Rypl7} . - .
Az aldbbi meggondolasok végeredménye nagyon fontc Iényegesen révidebb iddtartamd,

mint h(t), - vagyis a bemendjel Iényegében zajszer( és autokorrelacios fliggvénye impulzusszerd -
akkor a mérdrendszer kimenetén a sulyfliggvényt kapjuk eredményiil. (Az impulzusfiiggvénnyel valo
konvoldcié utan ugyanis az eredeti fliggvényt kapjuk vissza.)

o0

va(t) = f A (t + 7 — B)dd

o0

T
1
Riz(r) = lim — { ey (#) (At + 7 — d)didd =
oo ]

— o0
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T oo

f A(d) lim fraclT f v {thon (b + 7 — D) dddt = f R{d) Ry (¢ — 0)dd)
— oo 1] —0

igy olyan eljaras birtokosai lettiink, mellyel egy rendszer sulyfiiggvénye akar tizem kdzben is
meghatarozhatd, - a rendszer kis amplitdddju zajjal torténd zavarasaval. Ennek az elvnek a
méréstechnikai értéke igen nagy (pl. nuklearis reaktoroknal).

o [Kérdéesekfeladatok[p 34]

e |Véletlenszerielek autokorrelaciofiggvenydip 35]
o [Példa[p 38|
o [Példilp 39

e |Osszefuggeaz autokorrelacios fuggveény és az energiaspekinati[p 40]

il [p 34] ll [p1] :i [p 30]

Kovetklezd:|Kerdesekfeladatofp 34] Fel: |Linearisrendszerek jellemzoi észsgalatul{p 1] EI6z6:
[Kérdésekfeladatofp 30]
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il [p39 ll [p 31] :I [p31]

Kovetkezd:|Véletlenszergelek autokorrelaciofiggvenyelip 35 Fel: [Korrelaciosfuggvényelp 31]
El6zo[Korrelaciostuggvényekp 31]

Kérdések,feladatok

Hogyan fog kinézni egyetlen periédusiddig tartdé szinuszhulldm autokorrelaciés figgvénye? Miért nem
lehet visszakapni az autokorrelacios fliggvénybdl az eredeti fliggvényt? Keressen két olyan - "szemre
nagyon eltérd - fliggvényt, amelyeknek azonos az autokorrelacios fliggvénye. Hogyan lehetne a
keresztkorrelaciés fiiggvényt eldallitani a két fliggvény frekvencia-spektrumabdl? Van-e valamilyen
kapcsolat a keresztkorrelacio és a konvolucio k6zott?

n
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il [p 38 ll [p3]] :I [p 34

Kovetkezo:[Peld@[p 38] Fel: [Korrelaciosfuggvényel{p 31] El6z6[Keérdésekfeladatofp 34]

Véletlenszer( jelek autokorrelaciodtiggvényei

Stacionernek és ergodikusnak azokat a folyamatokat nevezziik, amelyek statisztikus jellemzéi az

id6ben allandbak és amelyek sok hasonlé folyamat egyidej( vizsgalataval, vagy egyetlen folyamat

id6beni elemzésével egyarant megkaphatok, vagyis az Un. iddatlag és halmazatlag (sokasagatlag)
. P . . A , Ty Ty Ty

azonos23 [p 35] abra ezt kivanja szemléletessé tenni: mindegy, sok hasonlo ge\( B )

jelét mérjik-e egyetlen to pillanatban, vagy egyetlen zajgenerator jelét vizsgaljuk igen hosszu idén

keresztul.
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23.Abra

A véletlenszer( folyamatok statisztikai adatokkal, statisztikai fggvényekkel irhatdk le (atlagérték,
momentumok, stb). A tovabbiakban kiemelkedd szerepe lesz az un. sOrdség- figgvényeknek. -
Tekintslink egy véletlenszer( idéfiggvényt, melynek pillanatnyi amplittdjas vegyunk beldle

ta ity ...
sokszor mintat. A mintavételek iddpontjat is véletlenszer( 1520 - valasszuk. (Ez

bizonyos korilmények kdzott periodikus is lehetp@)dx értékkel azt adjuk meg, hogy a jelbdl

véletlenszer( iddpontban mintat véve, mekkora valosziniséggel talaljuk a mért amplitido értéket x és

plz, 5y, T)dmdy . _
(x+dx) kozott. A kifejezés adja meg, hogy ha két mintavétel kozott épen
nagysagu rogzitett idokulénbség van, mi a valészinsége, hogy az egyik mécespétdx) kozé
esik, valamint a masik azés(y+dy) kozotti amplitado tartomanyban leg24 [p 36] . 4bra)
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Ez utobbi egyiittes valoszintiség értelmezéséhez tekintiikp86] abra szerinti mérdberendezést.

Itt két analdg-digital atalakitf idokilonbséggel ugyanabbdl a jelbdl vesz mintat. A mért értékeket
taroljuk egy matrix-szerQ elrendezésben. Ez - szemléletesen - egy négyzetes memoria-blokk,
amelyiknek minden elemében egy szamlalo taldlhat6. E szamlalék tartalma akkor ndévekszik eggyel,
ha az AD konverterek mérési eredményei éppen ezt a cellat jeldlik ki, - & ésdrértékekkel. - (Ez

a mérési elrendezés a "matrix analizator" nevet viseli, és elsddlegesen két nukleéaris detektorrél érkezd
kiilbnbdzd amplitadoju (energidju) jelek kélcsonds esemény- valdszinGségének mérésére szolgal.)
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25. Abra

A bemendjel a jelen esetben legy 1rhatélrfrekvenciéljL’J fehér zaj. Ezt a fogalmat majd késdbb
alaposabban is megismerjuk, - itt csak annyit kell tudnunk réla, hogy lényegében véletlenszerd jel,
amelyiknek a frekvenciaspektrumaban egy meghatarozott értéknél nagyobb frekvencidk egyaltalan
nem fordulnak eld.

-Ha T nagyon kicsi (a zaj un. korrelacios idejéhez képest), akkaiekének ismeretében eléggé jol

meg lehet jésolny mivel a két érték valoszindleg alig tér el egymastélrhidvekszik, a jéslas egyre
bizonytalanabb lesz, nagy idokulonbségeknél pedig lehetetlen. A mérdéberendezés nyilvan
gyakorisagokat mér, amelyeket bizonyos szabélyok betartasaval valdsziniségekké madosithatunk. A

AT TY . . . . . : .
{ i }fuggvenyttehat az elébb ismertetett eszkdzzel megmeérhetjik. Bizonyos ismert

mechanizmusu folyamatoknal azonban matematikailag, analitikusan is meghatarozhatjuk. Ennek
jelentdsége azért nagy, mert ennek ismeretében az autokorrelacios fliggvényt is eldallithatjuk. Az
autokorrelacios fliggvény az alabbi formula alkalmazasaval is megkaphato:

o0 oD

rey= [ [ sysimpnizd (1)

— o0 — D0

Ezt a képletet itt nem vezetjik le, csak értelmezziik, illetve elfogadhatéva tessziik. - Elsdként
gondoljuk meg, hogy a korrelacié és a keresztkorrelacio képleténél mit is csinaltunk.: minden

. u dyy
értéknél képeztik a fuggvényértékek szorzatanak 6sszegét. Most is errdl vanz &% Az
ertékek a fuggvényértékek egy-egy savjat jeldlik ki . Az integralasi hatarok arra utalnak, hogy ezek

R, plzy, 7} ) iy e
ertéke barmi lehet. , ertekkel azért kell megszoroznunk 6ket, hogy az el6bbi definicid

értelmében az egyiittes eléfordulasi valdszinlségliket is figyelembe vegyuk. - Az elemi szorzatokat
természetesen 6sszegezni is kell, - erre utal a kétsntrgralas.

A tovabbiakban két érdekes esetet fogunk megvizsgalni azért, hogy a fenti képlet hasznossagarol
fogalmat alkothassunk.

o [PEGHp 38
o [FEIGAp 39

il [p 38 ll [p3]] :I [p 34

Kovetklezo:|Peld@p 38] Fel: [Korrelaciosfiiggvényel{p 31] El6z0:|[Kérdésekfeladatofp 34]
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il[p39]l|[p35] :I[p35]

Kovetkezd:[Pelda[p 39] Fel:|Véletlenszer(elek autokorrelacioliggvenyei[p 35] El6z6
[Véletlenszer(elek autokorrelacioBiggvénydi[p 35]

Példa

Periodikusar(T“ idokdzonként) feldobunk egy forintost és a fej/irds hataroz meg egy binaris
fuggvényértékef2d [p 39 . abra).

Lo . I
LR r , p= LM 1 =l
- |
|
|
i
|

26.Abra

mnr.y, T y ANk e o . T
A l: ik most kdnnyen el8allithatd, mivel az egymast kdvetd pénzfeldobasok eredményei kézott

semmiféle 6sszefliggés sincs. A fej vagy iras természetesen 1/2 valészinlséggel fordul eld, két dobas
eredményei pedig 1Maloszinlséglek.

> Ta .. .. .
, esetre a fent bevezetfl[p 37] )6sszefiiggés

szellemében, - az integral diszkrét értékekre valé felbontasaval:
R{T} = ].lj.'.l{]., 1}+1{_1}P{17 —1}+{_1}'{_1}'P{_1, _1}+{_1}'1'P{_17 1} =1

Hatarozzuk meg a korrelacios fuggve

Eredményiil azt kaptuk, hogy a dobasok kdzétti korrelacié zérus, ami persze természetes is, hiszen

ebbdl indultunk ki. - A’r < o esetében masként kell eljarnunk. Gondoljunk arra, hogy valamilyen

véges hosszUsagu jel esetén az autokorrelacios fliggvény értékét elég konnyen megmondhatjuk: ez egy
haromszdg alaku jel lesz, mivel négyszogjeleket cstsztatunk egymasddg {pAas] . abran a teljes
korrelaciés fuggvényfeltiintettik.
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il[p40]l|[p35] :I[p38]

Kovetkez6:|Osszefuggéaz autokorrelacios fuggveny es|pzi0] Fel:[Véletlenszergelel
[autokorrelaciégtiggvénydip 35| El6z6[PEId#lp 38

Példa

+ 1

-
27.Abra

Az[27[p 39] bran un. "véletlen tavirdjelet” latunk. Ez tgy all eld, hogy Poisson eloszlas szabja meg
azokat az idopillanatokat, amelyikekben az egyébként binaris figgvény értékei valtoznak. (A Poisson
eloszlasrél a valoszinGségszamitas targyban lehet bévebben tanulni. Itt csak annyit jegyziink meg,
hogy a radioaktiv bomlasok id6beni statisztikajat ez az eloszlas irja le. - Az el6z0 esethez képest az
most lIényeges kilonbség, hogy itt az értékvaltozasok idopillanatai véletlenszeriek, nem
periodikusak.) A Poisson statisztika szerint annak a valészinOséger idfigartam alatt éppen k

esemény kovetkezik an) az események kozotti "atlagos" idétartam):
k
1 {7
Ery=— [ — E—'rfir:-u.n
plk,7) = (m)

Az autokorrelacios fuggveny:
R(r) = p(pfiros sz&mii Atmenet ) — p(pAratlan szimi Atmenet) =

[ ]
— E : 1 i E—Tﬁrxu,p_. - E : i 1 E—Tﬁﬂﬂn
T y7a To 7o

k=pn. k=gil.
k k
— o | § 1(1) -y 1(1) _ o
k—pnA. To \7o k—=mEl. o \7o

Eszre kell venniink, hogy a szdgletes zarojelben 1évé sorozat éppen egy exponencidlis fiiggvény
Taylor sora. Mivel az autokorrelacios fuggveny paros, a végeredmeény :

Ri{r)=e o

bl

SikerUlt tehat ennek a véletlenszerlen viselkedd figgvénynek is zart formaban megkapni az
autokorrelacios fuggvényét.
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il [p41 ll [p31] :I P39

Kovetkezd:|Osszefoglaldfp 41] Fel:|[Korrelaciostiggvenyekp 31] EI6z6|Pelda[p 39]

Osszefliggés az autokorrelacios fliggvény és az
energiaspektrumkozott

Mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl igen fontos az alabbi transzformaciés par, amelyeket
Wiener tételnek is neveznek:

Vw)? = f R(r)e 7" dr (2)
R(T}=2}_w f |V{u}|2f:fwdm

Az autokorrel&cios fuggveény és a jel energiaspektruma kdzott tehat kapcsolat van, egyik ismeretében a
masik meghatédrozhat6. (A képleteket itt nem bizonyitjuk, de igazsaguk eléggé konnyen atlathaté, ha
arra gondolunk, hogy az autokorrelacios figgvényt Ggy is megkaphatjuk, houft)gglet egyh(t) =

v(-t) sulyfuggveny hal6zaton visszik keresztl. (Miért is?) A konvoluciét frekvenciatartomanyu
szorzassal helyettesitve kdzvetlenll jutunk az energiaspektrumhoz, vagyis a Wiener tétel
felismeréséhez.) A képletek felhasznalasaval a[ee?fl [p 38] . €96.2.2[p 39] példa véletlenszer

jeleinek is megkaphatjuk az energiaspektrumaR@p 40] abran ezek kvalitativ képét lathatjuk.

Vegyiik észre, hogy #&2.1[p 38 példa generalasi folyamataban van periodicitas, ennek nyoma az
energiaspektrumban is hatérozottaregtalalhato.

lami \ [Viea),®
(;ﬂ_&.) 1
\"'1__. . -"-.,_ 1 + =2
S | e, -
1] ol
28.Abra

(Nagyon jelentds észrevétel: az autokorrelacios figgvénybdl nem tudjuk az eredeti fliggvényt
visszakapni, - valamifajta informacidveszteség torténik. Természetesen az energiaspektrumbol sem
lehet a jelet visszaallitani. Fontos azt is tudatositani, hogy nagyon kilonbzd jeleknek lehet azonos
jellegl energiaspektrumuk: példaul az RC alulateresztd aramkorre adott idealis impulzus hatasara
keletkezd kimendjelnek és ugyanezen hal6zaton a savlimitalas nélkuli fehér zaj hataséara létrejovo
kimendjelnek az energiaspektruma megegyezik.)
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il [p 44 ll [p 1] :i [p 40

Kovetkezd:[Kérdésekfeladatglp 44] Fel: [Linearisrendszerek jellemzoi észsgalatuip 1] EI5z0
[Osszefliggéaz autokorrelacios fiiggvény és|pzi0]

Osszefoglalas

Eddigi 6sszefuiggéseinket és a kozottik fennallé kapcsolatokat tekinthetjiRSpadd] abran. A
fekete-fehér nagymeéretl nyilak a Fourier transzformdciora, illetve a visszatranszformaciora utalnak. A
pontok szorzast, vagy konvoluciot jeldinek. - Az abra jol mutatja, hogy melyek az egyiranyu
maveletek.

R 4T}

W, e

! v v

Vel H* v
' 7 K’\ Y
R, (1) R, (1)
29.Abra

Az[1[p 41] tablazat azt foglalja 6ssze, hogy milyen modon hatarozhatjuk meg egy halézat/rendszer
atviteli jellemzdit. Bar a kozolt eljardsok miszer/eszkdz igénye jécskan kilonbozik egymastdl, e
maodszerek gyakorlati jelentdsége igen nagy.

Tablazat 1:

Mérhetd, vizsgalhat6 Bemenet Kimenet
Frekvenciakarakterisztikq Szinuszos generator,valtozathaté frekvencigvamplitidé ésfazismérd

Sulyfuggvény (Ideédlis) impulzust adé jelforras Idofuggvényt régzitd eszkdz, pl. oszcilloszkdp

Sulyfaggvény Szélessavaajforras Korrelator(komputer)
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Sien 33

) 0 3T

M e
cos(mur) a(m+mu)] 0

30.Abra
Az[3q[p 41] abra fuggvényparok Fourier transzformaltjairol kozol abrékat, illetve 6sszefiiggéseket.

® négyszogfiggvény Fourier transzformalja(x) / x alakd. Természetesen ez visszafelé is igaz,
négyszog alaku atviteli gorbe az idétartomanysiafx) / x-et eredményez;

(rin(z)/z)?
haromszog alaku idjel transzformal |, jellegd lesz;
szimmetrikus exponencialis fuggvény jellegd frekvenciaspektrumot eredményez (ez érdekes
mddon megegyezik az alulateresztd szQOrd amplitudo-atvitelével);
a Gauss-gorbe alakvaltoztatas nélkil transzformalhaté ide, oda;
periodikus idBbeni impulzussorozat a frekvenciatartomanyban is periodikus impulzussorozat lesz
(ez nagyon fontos, ezt a tényt tébbszor kihasznaljuk);
® a koszinusz fliggvénybdl két spektrumvonalat kapunk.

[Kérdésekfeladatokip 44]
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il [p 49 ll [p 41] :I [p 41]

Kovetkezo:[Digitalis jelek feldolgozasdp 45] Fel:|Osszefoglalafp 41] EI6z6|Osszefoglalafp 41]

Kérdések,feladatok

1. lgazolja az 1.10.2. Tablazatban talalhato fliggvényparok kozotti dsszefliggéseket.

sin(z} /= . . _
2. Az[3][p 44] dbra & fuggvény integraljat mutatja, - ez a fliggvény tablazatokbol

elérhetd. - Mutassa ki, hogy igaz a Gibbs jelenség, vagyis az ugrasfliiggvény atvitel tullovésének
relativ mértéke flggetlen az alulateresztd savszélességétdl. Milyen kdvetkezményei lesznek

ennek a gyakorlatban?

il
F i E-;TW E‘I Ly it
z : AT l-—;ﬂ'-"\?':*-r'
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‘2r -x [ & Iz
]
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!
|

31.Abra
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il[p46]l|[pi] :I[p44]

Kovetkezd:|Analog - digital atalakitoklp 46] Fel:[Jelfeldolgozd$p i] EI6z0|[Kerdésekfeladatgfp 44]

Digitalis jelek feldolgozasa

Ebben a fejezetben a digitalis jelfeldolgozas legegyszerlbb eljarasairél lesz sz6. Ez ma egyértelmlen
szamitogeép-centrikus megoldasokat jelent.

Megismerkedlink az analog-digital konverterek hasznalatara vonatkozo legfontosabb szabalyokkal,
majd az un. digitalis sz(rdk témakorét tekintjik at. Az el6z6 fejezet inkdbb "matematikus” jellegét itt a
komputer szamropogtato ("number crunching") szerepébdl fakadd vonasok veszik at.

A digitalis jelfeldolgozéas elonyei és érdemei szinte megszamlalhatatlanok:

® a digitalis szamitogépek mikddése és pontossaga normalis kérilmények kozott fliggetlen az
alkatrészek értékének valtozasatol;

a szamitogépek kénnyen programozhatok nagyon eltérd jellegi feladatok végrehajtasara;
az eredmények kisérteties pontossaggal reprodukalhatok, megismételhetbek;

konny( a feladathoz alkalmazkodd, adaptiv programot késziteni;

a szamitogépek standard rutinjai is kiaknazhatdk, - az adattémdarités, az adattosdbbitas,

Természetesen a gépek makodési sebessége nem kdzombds: az elmult évek félvezetd gyartasi

VA

aramkoroktol. Természetesen extrém nagy sebességek esetén (100 MHz-nél nagyobb) csak az
utdbbiak johetnek szamitasba.

[Analdg - digital atalakitokip 46]
[Mintavételitérvény[p 48]
[z-transzformaciodigitalis szarok[p 52]
[Digitalis szarokmegvaldsitaggp 59|

O |Egy kulonleges alkalmazapelda[p 64]
[DFT - diszkrét Fourietranszformacidp 65]
[FET - Fast Fouriefl ransformatiofip 69
[Az FFT gyakorlatalkalmazagdp 74]
[Egyébeljarasokmaodszerelfp 77]
[Wavelettranszformacidp 80]

O [16.1A Daubechiesvaveletel{p 84

O |A Diszkret Wavelef ranszformacidp 86]

O |WaveletkozeliteseKp 89
[Tomoritésieljarasol{p 92]
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il[p48]l|[p45] :I[p45]

Kovetkezd:[Mintavetelitorveny[p 48] Fel:|Digitalis jelek feldolgozasdp 45] EI6z6[Digitalis jelek

[feldolgozasdp 45|

Analog - digital atalakitok

Az altalaban idében folytonosan valtozé mérendob jelekbdl az tn. mérbdatalakitdk csinalnak elektromos
- tobbnyire fesziiltség - jeleket. A mérdatalakitoknak se szeri, se szama: vannak hémérséket, nyomas,
sebesség, paratartalom, elmozdulas, erd, stb. atalakitok. (Talan csak a "lelkier6" mérése a kivétel...)
Kimendjelukbdl anal6g-digital konverterek segitségével lehet a komputerek szamara érthet6 digitalis

(binaris) mennyiségeket, jeleket eldallitani. (L. Elektronika jegyzeféjexet.)

Sokfajta, valtozatos pontossagu, sebességq, stb. konverter Iétezik. A hasznalatos mikddési elvek
szempontjabél az alabbiak a legfontosab@p 46] abra)

wérends

—rdiedek; :':.r - }Umd'rnd'nf

. v 1
- /{"Um‘-...,,...ﬁ-‘é .-d:""'l sleps” . — teetedelyig = g .:h‘ }
= I | p
] : By

T

’ Tmdl e . s
1

- F B

. I *

apreedineisy hanv, szdmal:
impslzesak ; flash™ hawnerier

32.Abra

® A (szukcessziv) approximacios konverterek a mérendd jelet barkochba jaték mddjara hasonlitjak
Ossze fokozatosan valtozé - meghatarozott staratégiaval valasztott - értékekkel (részletesebben az
Elektronika jegyzetben). Az egyszer(, olcs6 konverterek tobbsége ezen az elven makaodik.
Altalaban 8-12 bit felbontastak, konverzios idejiik néhany tized- és 40-60 mikroszekundum
kozott valtozik.

® Az un. kettbés meredekségl (dual slope) konverterekben kialakitott jel felfutd szakaszanak
meredekségét a mérendd jel pillanatnyi amplitiddja szabja meg, - a lefuté él meredeksége
allando, a mért jel amplitadojatol figgetlen. Az igy kialakuld jel talpszélessége aranyos a
mérendd jel amplitidojaval. Ennek kovetkeztében a mérési eredmény alig fugg az alkatrészek
héfokfliggéseétdl, dregedésuktdl. 10 - 14 bit felbontasra készilnek, - tehét viszonylag pontos
eredményt adnak, makddési sebességik sok feladathoz még megfeleld, - eléggé koltségesek.

® Az un "flash” konverterek a mérendo jelet kiildnb6z6, de egyenként allando értéka fesziiltség-
szintekkel hasonlitjadk 6ssze és ezek kimeneti logikai értékébdl allitjak eldé a mért értéket. Mig az
el6z6 konverter tipusok mérési folyamata hatarozottan iddigényes, a flash konverter - elvileg -
végtelenul kicsi id6 alatt is szolgaltathat mérési eredményt. - Pontossaguk 5-8 bit (ez esetben az
ellendllaslanc 256 darabbdl all ). Konverzids sebességik a gyakorlatban akkora, hogy tévé-
képeket folyamatosan tudnak digitalizalni, tehat a kb. 60 mikroszekundumig tart6 tv képsoron
400 - 800 mérést végeznek.
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Természetesen szamos mas mikddési elvl konverter is létezik. Itt csak azt az eléggé gyakori
megoldast emlitjik, amelynél a lassan valtoz6 mérendd jelek folyamatosan modositjak egy oszcillator
frekvencigjat (ez lehet VCO, vagy valamilyen multivibrator jellegl aramkoér). Ebbél a jelbdl vesznek
allando id6tartama mintakat és megszamoljak, hany teljes ciklus érkezett. Ez a szam keril a
szamit6gépbe.

A konverterek tobbsége eldjeles binaris szamokat produkal mérési eredményként, - ezeket a
legkényelmesebb feldolgozni.

il[p48]l|[p45] :I[IO45]

Kovetklezd:[Mintavételitérveny[p 48] Fel:|Digitalis jelek feldolgozasdp 45] EI6z6: |Digitalis jelek
feldolgozasdp 45
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il[p52]l|[p45] :I[p46]

Kovetkezd:[z-transzformaciodigitaliszarok[p 52] Fel:|Digitalis jelek feldolgozasdp 45| EI6z0
[Analbg - digital atalakitoklp 46]

Mintavételi torvény

A folyamatos jelekbdl térténd mintavétel igen nevezetes szabdlya az an. mintavételi torvény.
Megértéséhez, értelmezéséhB8p 48] dbra lesz segitségiinkre. Az abra baloldalan idobeli
"eseményeket” latunk, a masik oldalon a frekvenciatérben vizsgaljuk ugyanezeket. - Kiindulasunk
alapgondolata, hogy a mintavételezett jel olyan, hogy egy meghatarozott érték feletti
frekvenciakomponensei azonosan zérus amplitadéjuak. Ezt savlimitalt jelnek nevezik. - Ebbal a jelbdl

1/7
T idOkdzOnkén( ismétlodési frekvenciaval) veszink mintat, vagyis a két jelet 6sszeszorozzuk. A
mintavett jeleket igeltintettik.

\‘_/“\\l.l‘{t}

V(w) , Jmas

¥

33.Abra

A frekvenciatérben is mutatjuk a mérend®é jelet, amely az 4bra szerint valéban savlimitalt. A masodik
sorban a periodikus impulzussorozat frekvenciaspektrumat latjuk, mely szintén periodikus

1f+
impulzussorozat lesz, « / frekvencianként ismétlodik. - Az idébeni szorzasnak a frekvenciatérben
konvolucio felel meg, - igy kbnnyen meghatarozhatova valik a mintavett jel frekvenciaspektruma is.
Ez a spektrum a mérendd jel periodikus ismétlésébdl all.

Jol lathaté, her értéke nagyon kicsi, akkor . T savhatard jelek egyedi frekvenciaspektrumai

nagyon hatarozottan kildnvalnak. Ha a mintavételi frekvencia éppen kéts m“semak, akkor az
egyes szakaszok még éppen nem lapolédnak at. - Az atlapolédas nagy bajt jelent, - ekkor az eredeti
spektrumhoz nem kivant komponensetarsulnak.

Eddigi megallapitasaink 6sszegezéseként az
fm-inir:-ﬂiel E 2.f-i'llm'r.'l:

0sszefliggéshez jutunk. Ezt nevezik mintavételi térvénynek. E szabaly eléggé sok fontos
kovetkezmeényt jelent.
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® a jel legmagasabb frekvenciaji komponensébdl is legalabb két mintat kell venniink.
® az ilyen médon mintavett jelekbdl az eredeti jel tokéletesen rekonstruélhatd, ha a mintavett

impulzusokat egy - j6l megvalasztott - felsé hatarfrekvencigju idedlis alulateresztdén bocséatjuk
keresztiil34 [p 49] abra).

|7 oo |

-1/t

‘ \f 17z

= PR

34.Abra

Ez az alliths némiképpen meghokkentd, mert azt jelenti, hogy periodikus idedlis
impulzussorozatbol az impulzusok kozoétti iddszakaszra vonatkozé informéci6 is visszanyerheté.
Természetesen csak akkor, ha a mintavétel a fenti megkdtésnek megfelelt és a jel ténylegesen
savlimitélt volt. (Ez utébbi azonban - ha valaki jobban belegondol - fizikailag lehetetlen feltevés.)

e a mintavételi torvény betartasa esetén is sok meglepetés érhet benniinket. UAgIim&h
abréra, ahol az 4bra felsd részén egy szinuszos jelet latunk. Ha ebbdél a mintavételi torvény szerint
mintékat veszink (vagyis periédusonként legalabb kettot), akkor az abra k6zépso részén lathato
furcsa jelsorozathoz jutunk. Ezt - megfelel6 sz(rdvel - az eredeti szinuszos jellé lehet alakitani.

[

f NAAAAS
_\f \/\// A\/\

35.Abra

Ha azonban az eredeti jelbdl csak peribdusonként egy mintat vesziink, az abra als6 részén lathat6

képhez jutunk. Ez egy egészen mas - sokkal alacsonyabb - frekvenciaji szinussza alakithaté csak
vissza.
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e felmerllhet az a kérdés, hogyan lehet biztositani, hogy a mérend®é jel savlimitalt legyen. Sajnos,
csak a médszer all rendelkezésiinkre, hogy a konverter bemenete elé egy valésagos alulateresztd
szlrét helyeziink. Ez a persze sohasem idealis és a zarasi savjaban is talalhatok kisebb
amplitadoju frekvencia komponensek. - Ez a sz(r6 a bemeneti jel hirtelen, tiiskeszerl ugrasait
erdsen mérsékeli. Eredményeképpen a gyakorlatban ténylegesen hasznalhat6 analég-digital
atalakitok szinte kotelezoefBd [p 50] abra szerinti egységekbdl éplilnek fel.

010
011
100
110

ahu- trinta- et A
. " ety
mern ?mfﬂ atereszti VEV JEH konverter | mdrt
Jel T T drick
inditd jel
36.Abra

Az kénnyen atlathatd, hogy a sz(rd felsd frekvencia-hataranak illeszkednie kell a maximalis
sebességl minta-vétel frekvenciajadhoz. Az 4bran feltlintettiik az egyes egységek kimenetén
talalhato jelalakokagrtékeket.

Befejezésiil az anal6g-digitalis atalakitas egy fontos mellékhatasardl kell megemlékeZBd k. A

50] abran olyan konvertert latunk, amely 2 bit felbontéképességa, vagyis négy szintet képes
megkuldnbdztetni.

mert jel

“ : ||
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37.Abra

A v{t) flggvényt a mért értékek csak kozelitik. Az dbran jol lathat6é az an. kvantum-nagysay (
legkisebb, méréssel megkilon-boztethetd bemendjel. (A bemendjel szé nem hiba: az 4bra abban a
szellemben készilt, hogy a bemendjel és a kimendjel skalaja azonos.) Elyvéaékaek a fele

fordul eld6 maximalis hibaként, - konverter szinte sohasem mér hiba nélkil. Ez a gyakorlati
alkalmazasok egy részében - pl. a hangfrekvencias jelek digitalizalasandl - kellemetlen hatasként,
zajként jelenik meg. - Az abra jobboldali részén azt az esetet tintettik fel, amikor e hibahatarok
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kozotti érték el6fordulasi valoszinlisége azonos. - Ebbél a hibaeloszlasbél a zaj mértéke pontosan
meghatarozhatd. Annyit kell errdl megjegyezniink, hogy 10 - 12 bit felbontasnal jobb konverterek
esetén a zaj mar elhanyagolhato.

il[p52]l|[p45] :I[IO46]

Kovetklezd:|z-transzformaciddigitaliszurdk[p 52] Fel:|Digitalis jelek feldolgozasdp 45| EI6z6:
[Analog - digital atalakitok[p 46]
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il[p59]l|[p45] :I[p48]

Kovetkez6:[Digitalis szurokmegvalositagép 59 Fel: [Digitalis jelek feldolgozasdp 45] El6z6

[Mintavételitorvény[p 48]

z-transzformacio, digitalis szlrok

A mintavett jelek feldolgozasi lehetdségeinek talan legfontosabb teriilete az, amit dsszefoglalé névvel
digitalis szOrébnek neveznek. Kialakulasat a digitalis méréstechnika, valamint a komputerek elterjedése
tette lehetdvé, illetve hatarozottan siirgette. Ez a médszer hardware és software elemekkel évrol évre
gyarapszik és alkalmazasi terlleteinek korlatjai ma még nem latszanak. A matematikailag korrekt
elmélet eléggé terjedelmes, esetenként nehéz. Mi itt nem ezt az utat kdvetjik, hanem az elméleti
eredményeket egyszerl példakon illusztraljuk és altalanos érvénylnek nyilvanitjuk.

A digitalis sz0rét ugy tekintjik, mint egy eljarast, amely m;'fyelemekbél allé bemeneti
szémsorozat(y“ szamsorozatta transzformal. Ily médon tulajdonképpen altalanositjuk az eddig
altalunk hasznalt egyszer( sz(ro-fogalmat. - A digitalis szaré v@a8dm53] abran lathato:

Iényegében késleltetd elemekbdl all, amelyek kimeneteit sulyfaktorokkal szorozva 6sszegezzik. A
késleltetd elemek mindegyike egy szam tarolasara alkalmas, ezek tartalma - hurkat6ltd modjara -
egyszerre mozog, ahogy ezt mar a shift-regiszterek esetén is lattuk. (Elektronika jegyzet, 115. 0.) A
szamok mozgatasat a teljes rendszerre hatasos "clock", vagy szinkronjel végzi, - ezt altaldban nem
tlintetjik fel, ennek ellenére minden esetben a rendszerhez tartozénak tekintjik. A késleltetd lanc
periodikusan is, de nem periodikusan is mozgathato.

Kézenfekvd, hogy a folyamatos jelek vizsgalatdnal megszokott idedlis impulzust (delta fluggvényt) , és
annak hataséara keletkezd sulyflggvényt értelemszerQen diszkrét jelekre is alkalmazzuk. - A

sulyfiggvényt mos  -nel jeldljik, ezt az an. Kronecker-delta hatdséara kapjuk. A delta fuggvény
egyetlen egyesbdl all, ami eldtt és mogott zérudsivlak.

Nézziik végig figyelmesen 43 [p 52] ) tablazatot, amelybdl azt a fontos kovetkeztetést vonhatjuk le,
fy

hogy a bemeneti Kronecker deltal =~ kimeneti szamsort kapunk, melynek értéke a

sulyfaktorok szabjak meg. (Ebben a konkrét esetben a sulyfaktorok értékeit 3, 5, 7, 2, -3 értékdre

véalasztottuk.) Egy fontos felfedezést kell tennlink: ezzel a modszerrel akarmilyen sulyfuggvenyt is

kozelithetlink, még olyanokat is, amelyek fizikai halozatokkal nem hozhatok Iétre !

n -2 -1 01 2 3 4 §H &
Bemend szfimsor (Kronedker-8) O 0 1 0 0 Q0 O 0O 0 (3)
kimend szimsor d 0 357 2 =3 040

yn=hn
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38.Abra

E fogalom felhasznaladsaval a diszkrét jelekre vonatkozo6 konvollcio az al&hbraki:

Ennek értelmezéséhez vizsgaljunk egy példat részlefd$pem3] Tablazat). A sulyfaktorok (vagyis

meghatarozéi) most legyenek 1, 3, 12, -11, -0.1; - a bemend szamsor pedig 1, 5, 13, 0, -6, -10. - A
"torténést", vagyis a szamok athaladasad fp 53] abra szerinti eszkdzon kénnyen attekinthetjik. Az
alabbi sémaif [p 53] ) tablazat) ezt latjuk:

1 3 12 =11 -1 3 1 b 13 0 -6 =1{
1 3 12 -11 -1
] 15 6} —hh —{.5
13 39 -141 -1.3
{ { { { 0
—=h —18 —-72 66 0.6
—-10 =30 —120 114 1
1 8 4} 88 9.8 -=-171.5 -1033 -=h4 1106 1

(4}
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Az tlnik fel, hogy a konvolulci6 latszolag szorzas jellegl. Ez természetes is, mert az egyes bejovo
értékek "egy helyértékkel - idoben(?) - eltolva" adédnak 6ssze. A fenti "furcsa" szorzas eredménye
arra utal, hogy polinom szorzastgeztink.

Természetesen az elébb mega‘r,ﬂ‘,":tésmﬂL szameértékeket egy polinom egyitthatdinak is tekinthetjuk.
A polinom véltoz6janak megadaséban latszolag szabad keziink van. Lehetne x egész kitevja
hatvanyait is hasznalni, azonban mi itt a késleltetés mértélz,"zeagész szamu hatvanyait fogjuk
hasznalni. Ennek oka az, hogy az un. z-transzformacio tradicionalis elnevezés és jelentdsége
manapsag rendkivil fontos. A negativ kitevojl hatvanyok a transzformacié matematikajat jelentdésen
egyszerdasitik. Igy tehat a fenti "szorzas" eredményét ugy is felirhatjuk, hogy:

(1+32"1 +12272 - 11273 — 0.1z~ ){1 + 5271 + 1322 — 62~% — 1027F)

A fentiekbdl azt latjuk, hogy a polinom szorzast és a z-transzformacio szerint kifejezett szamértékek
sorat kdzeli rokonsag flzi egybe. Az is fontos felfedezés, hogy a kdzénséges, elemi iskolaban tanult
szorzas és konvolucio kozott sok, 1ényegi 6sszefluggés rejlik.

A bemend szamsort, a sulyfiggvényt, a kimeneti szamsort kibdvithetjik z megfeleld hatvanyaival. Az
igy keletkezd polinomokat z-transzformaltaknak nevezziik. Kozottik a kovetkezd - trivialisnak tind -
Osszefliggés all fenn:

Y, =HAX,
A z-transzformécion alapul6 digitalis sz(f88 [p 48] abra szerinti tipusat véges impulzusvalaszu

szOrbnek nevezik (finite impulse response = FIR). Nyilvanvalo, hogy a sulyfiuggvénynek csak annyi
eleme lehet, ahany késleltetd elemmasznalunk.

39.Abra

A FIR szlrbék mellett azonban léteznek IIR (infinite impulse response) szarok is. Ezek legegyszerlbb
véaltozata 89 [p 54] abran lathatd. Mﬂkbd%ét konnyen megérthetjik, ha azt gondoljuk, hogy
bemenetére egy Kronecker delta érkezik. 1, "™, akkor a kimeneti szamsor 1, 0.9, 0.81, stb

lesz, - és ez a geometriai sor végtelen hosszu lehet (pontosabban: ez a sorozat is véges, mert a
szamitogép altal kezelheto legkisebb szamig tarthat csak). Viszonylag kénnyen, zart formaban is fel
tudjuk irni a kimen6 szamsor z-transzformaltjat (a geometriai sorokra vonatkoz6 dsszefiiggések

alapjan): o o
rmam = BN 1
a@ =Y =Y (7)) =g

m=0 m=0
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Természetesen ez csak akkor konvergenB/ha 1 . (Kicsit pontosabba® semmiképpen nem lehet
egynél nagyobb, mdBg [p 54] abran lathaté sémank szerint ilyenkor a kimenet korlatlanul naggya
valik.) Az a kbvetkezmény is eléggé meglepd, hogy itt végtelen hosszan tart6 sulyfliiggvényhez jutunk
egyetlen késleltetd elem felhasznalasaval. Az elébbi eredményt azonban masként is megkaphatjuk az
abra alapjan:

Wn = Tn + B1 !

1 TE
- P

A[B9[p 54 abra szerinti digitalis sz(r6 tehat ugy viselkedik, mint egy kvaziintegralé aramkor, -
legalabbis a sulyfliiggvényik Iényegileg hasonld. Vajon hogyan lehetne kvazidifferencialé jellega
digitalis szar6t csinalni? &Q [p 55 abra ezt mutatja. Mivel a kvazidifferencialé aramkor
sulyfliggvénye egy delta figgvénnyel kezdddik, ezért az elébb targyalt IIR sz(rdt egy FIR sz(rdvel

egészitjuk ki. - Az abra mutatje =~ sulyfuggvényt, - ez éppen megfelelének tnik.
“n Ay
—_— : —

kaogl,

2

RS
ﬁ?

Ly,

i

1-

=

40.Abra

Kiszamolhatjuk ennek z-transzformaltjat is:
Yo = AgTy + Ay2 'z, — Bz gy,
Ao+ A2
-

) Ag =1
Erdekes modon a sulyfiggvény z-transzformaltjat most egy tortfliggveény irja és
A =-1

-et valasztunk, akkor a bemeneti Kronecker deltabol éppen egy darab kimeneti jel
szarmazik. Ehhez kapcsolodik az IIR rész exponencidlisan cstkkend jele.
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A fentieket 6sszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a digitalis szarok altalanos dikip 56] abra

szerinti, a sz0rd sulyflggvénye pedig egy racionalis tortfliggvény. A kimenb szamsor részben a
bemeneti, részben pedig a kimeneti szamsorbdl alakul ki. Tudnunk kell azt is,@dfy=6] dbra

(bal oldala) szerinti altalanos megoldasnal "témoérebb” kevesebb késleltetd elemet hasznalé sémak is

léteznek. Erre példatfad [p 57] abra jobb oldalan latunk. - Egy altalanos z- transzformalt az alabbi
forméban irhato fel:

41.Abra

Ao+ Ajz—l + Ape—2 4+ ...+ Apz~*

H
(z} = 1+ Bz '+ Bsz2+4 ...+ Bz ™
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. . . o, A o 2o 2L
Erdemes észrevenni, ho_, értéke csak egy lehet, tovaldbéasm ertékének nem kell
megegyezniok.

A racionalis tortfliggvények szamos tulajdonsagat hasznalhatjuk ki, példaul azt, hogy a nevezét
rész-polinomok szorzataként is el6allithatjuk, - igy a transzformacié a komputerek szamara
egyszerlbb, gyorsabb lesz. (PIl. egy paros fokszamu polinomot masodfoku kifejezések szorzataként is
realizalhatunk, - ahogy ez gyakorlatban sokszor méiytisnik.)

A parcialis tortekre bontas hasznossagara mutatunk egy példat. AzH(Abliggvény "szelidnek"
tinik. Ha azonban megkeressik a nevezb gyokeit (ezek 2/3 illetve - 5/3 nagysaguak) és felirjuk a
részlettorteket, akkor azonnal szembe thnik, hogy az egyik tért nem lehet stabil.

_ 1 a b
) = I 00T — 082 7 1= 151 T 13 0.6

H

Val6ban, ha ezt a z-transzformaciét a DSPLAY programba beirjuk, futtatasakor a program "elszall",
igy adva tudtunkra, hogy(2) -t rosszul valasztottuk meg. (A z-transzformaltak stabilitasanak
vizsgalata az alkalmazéasok nagyon lényeges része!)

Erdekes és tanulsagos eredményhez jutunk[38Hm54] abra szerinti "kvaziintegrald" elrendezést

kicsit mas szemszdgbdl vizsgaljuk. Képzeljuk el, hogy eddigi, diszkrét iddpontokban torténd léptetési
feltételezéseink kibévitéseként most a késleltetd elem valddi késleltetést nydijt. - EQy mivonal darab,
vagy Uvegszalas kdbel alkotja a késleltetdt, amelyek tehat folytonos (analdg) jeleket is késleltetnek.
Ha g39 [p 54] abran lathaté kapcsolas bemenetére Dirac-deltat adunk, a kimeneti
frekvenciakarakterisztika konnyen eloallithator Aésleltetésl rendszer impulzusatvitele ugyanis
£ vagyis az abra szerinti kapcsolas amplit(do atvitele:

1
1— Be—#v

1
1+ B2 — 2B coe(wr)

o) = |

Ez a karakterisztikurr = 27 szerint periodikus. Erdemes ezt az atviteli karakterisztikat az RC
kvaziintegral6 kapcsolas atvitelével 6sszehasonlitani. A két karakterisztika |14@2hiio 37] abran.

Mindkét gorbe kezdeti szakasza nagyjabol hasonld, azonban az RC aramkor atvitele a frekvencia
ndvekedtével monoton csokken, mig a késleltetds aramkoré ettdl lényegesen eltér. Figyeljink fel arra,
hogy ez a karakterisztika a periodikus mintavételi eljards soran keletkez6 frekvencia-atvitellel

lényegében megegyez[B3 [p 46] abra).

atwitel
18
keslelicid
I R aly fﬁiﬁé‘?‘é‘&fﬁh
Z 4 3

frekvencia
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42.Abra

:| [P 59 ll [P 45] ﬂ [p 48]

Kovetklezd:|Digitalis szurokmegvalositaggp 59 Fel: Digitalis jelek feldolgozasdp 45] El6z0:
[Mintavételitorvény[p 48]
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il[p64]l|[p45] :I[p52]

Kovetkez6:[Eqy kulonleges alkalmazapeldg[p 64] Fel: [Digitalis jelek feldolgozasdp 45] El6z6
[z-transzformaciodigitaliszarok[p 52]

Digitalis szlr6k megvalositasa

A z-transzformécién alapuld digitalis szOrék igen széles alkalmazasi teriileteket héditottak meg. Ezek
kozul a legfontosabbak:

hiradastechnikai jelek kezelése (pl. kommunikacios halézatokban);
képfeldolgozas;

hangfrekvencias technika (beszédfelismerés, szintetizalas, stb.);
mérésadat feldolgozas fizikusi, vegyészi, biolégusi, stb. feladatként.

Az elsd harom csoportban altaldban specidlis cél-processzorokkal valositjdk meg a digitalis szOrbket.
Ezek a szorzast, 6sszeadast igen gyorsan végzik, utasitasrendszeriik e cél érdekében hatékony, vagyis
elsdsorban nagysebességl. Ez utdbbi érdekében szamos - a digitalis jelfeldolgozas technikajaban
hasznélatos - utasitast gépi utasitasként valositanak meg. (Csak példaképpen: a gyors Fourier
transzforméacioban sziikséges az adatok keverése ("scrambling"). Altalaban egy erre a célra készitett
algoritmusbdl készitenek programot, amely 10 - 15 gépi utasitast jelent, benne tébb ciklussal. A
célprocesszorok szamara ez csak egyetlen gépi utasitasbdl all, mivel ezekben a sziikséges hardware
elemek is eleve be vannak épitve.) A mérésadat kiértékelési gyakorlatban - ahol az adatok kiértékelése
csak a mérés befejezése utan kezdddik, a megvaldsitas leggyakoribb médja a szamitégépes program
irasa, futtatasa.

A mérésadat-feldolgozasban elsésorban az alabbi célok, metédusok grektajestlni:

1. A nemkivanatos zavarokat, zajhatasokat csdkkenteni akarjuk. LegegyszerQbb eljaras, ha a
hasznos jel frekvenciatartomanyan kiviili zajszer( jeleket a lehetd legkisebbre csdkkentjik.
llyenkor a savlimitalas, az ateresztd sav célszerli megvalasztasa a feladat. Nagyon sok helyen
hasznaljak erre a célra az un. Wiener szarot.

2. Digitalis szOrdkkel viszonylag egyszerlen készithetlink dekonvollciés, vagy egyéb korrekcios
hal6zatokat - ezek a mérd rendszer elkerilhetetlen lineéris torzitasait hivatottak kompenzalni.
Ugyes, atgondolt alkalmazasuk lényegesen novelheti a rfiefiéatoképességét.

Kis tulzassal azt mondhatnank, ha egy mintavételezett mérési adatsort digitalis szlré nélkl
dolgoztunk fel, akkor feltehetden jocskan "dobaltunk el” informéaciot, ami a mérés ésszeriséget,
pontossagat, tervezettségét ugyanesagkérddijelezi.

A fenti feladatok digitélis szOrdvel val6 megoldésa a kdvetkezd elbnyjidkel

® nagyobb pontossag érhetd el veliik, mint LRC aramkorokkel,

® olyan sz(rbk is megvaldsithatdk, amelyeknek nem létezhet valos, RLC elemekbdl készithetd
megfeleldjuk,

® a szlrbkarakterisztikak az egyutthatdk cseréjével igen egyszerlien és gyorsan modosithaték,

készithetdk Un. adaptiv, vagyis a feladathoz automatikusan alkalmazkodo szdrék is,

® nem hatnak rajuk a hdmérséklet és az egyéb klimatikus tényezoék.
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Azt is vegylk észre, hogy a digitalis szGrok altalanos séjdhjg 56] abra) Iényegében egy
szamit6gépes program flowdiagram szer(i megadasai: a programokat ezen abrék alapjan kénnyen lehet
"kodolni".

A digitalis szlrok (ideértve a gyors Fourier transzforméciot is) lényegdb&fpas0] abra szerinti

elven dolgoznak. Két tarcsat kell elképzelniink, amelyik egyikének a "fogain" a bejové adatsor foglal
helyet, a masik tarcsan pedig a sulyfaktorok, a sulyfliggvény diszkrét értékei. Az egymast fedd
szamokat 6ssze kell szoroznunk, ezeknek kell az 6sszegét képezni. - Ezutan az egyik tarcsat egy
osztasnyit el kell forditani és az el6z6 mivelategismételni.

e,

.‘*'

43.Abra

A digitalis sz(rék hasznalata soran az un. gyGrQs taroldk eléggé elterjedtek. EQy megszokott
szamitogépben a memdriahelyek "linearis" elrendezése a termésieddp @1] abra). Folyamatosan
érkezd mérési adatok azonnali feldolgozasa esetén azonban az adatok léptetése feleslegesen
idéigényes (az n-ik helyen mindig az adatsor (n-1) -ik adata talalhat6). A gydris séma lehetdvé teszi,
hogy egy (j adatot a legrégebbi helyére irjunk, - fenntartva igy az adatok helyes sorrendjét.
Természetesen ilyenkor egy korbe jaré és az Uj adat bevételezésénél tovabb léptetett mutatot (pointer)
is hasznélnunk kell.
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44.Abra

A digitdlis jelfeldolgozas komputeres valtozatanak szépség-hibajaként csak azt emlithetjik, hogy a
véges szamabrazolasi pontossag valamelyest zajkeltd hatast jelent; tovabba azt, hogy a feldolgozas
szamokkal zajlik, tehat a frekvenciakra, kilénésen a mintavételi frekvencia értékére gondosan tgyelni
kell.

Befejezésil roviden attekintjik a leggyakrabban hasznalt szirék tipusait, legfontosabb
tulajdonsagaikat. A sz(rdk igen valtozatosak, - tervezési mddszereik mar régen kialakultak.

El6szor tekintsiik célunknak azt, hogy olyan alulatereszt6 sz(rét kivanunk tervezni, amely atviteli
sdvjanak a csillapitasa allando, illetve monoton valtozik, - e felett azonban a csillapitds minél
meredekebben ndvekedjen.

Az un. Butterworth sziréknél a frekvenciakarakterisztikat ugy valasztjdk meg, hogy az az alabbi alaku
legyen:

1 1
W)l =77 a1(jw) + ar(jw} + aa(juP +...| 1+ (wiweP"

45. Abra

(A nevezobben Iévd hatvany parabolat definial, mely annal hosszabban allando értékd, minél nagyobb
n, mivel igy egyre t6bb differencialhanyadosa lesz az origoban zérus értékd. Ha a parabola emelkedni
kezd, akkor n novelésével meredeksége is ndvekszik. - Ne feledkezziink meg arrol, hogy most a
nevezbben szerepld hatvany viselkedését néztik, a szird atvitelét azxn) {dggvény szabja meg,

- pont ilyen tulajdonsagokat akartunk elérni.)

A Butterworth szlrbk tervezéséhez tablazatok allnak rendelkezésre, ezek Iényegében a megfeleld
egyiitthatokat®®2? sth ) tartalmazzak.

Az Un Csebisev sz(rdk polinom struktlraja egészen mas: itt az ateresztd savban megengednek

valamekkora értékd atvitel-ingadozast, kiulon definialjak a zar6 savot, ahol eldéirnak egy minimalis
csillapitas értéket, de ebben a savban is ingadozhat az atviteli csillapitas.
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Végil a Bessel sz(rdk atviteli tortfliggvényét tgy alakitjak ki, hogy a kialakul6 rendszer

uw
féZiSkarakteriSZtikéjaqﬁ{ - minél szélesebb savban legyen linearis. Ennek fontossagat mar lattuk az
Bp 19 fejezetben.

E harom sz{rotipus frekvenciakarakterisztikajanak 6sszehasonlit@ime2] abran lathatunk

példat (negyedfoku szOrbk karakterisztikak; 1 = kritikusan csillapitott; 2 = Bessel; 3 = Butterworth; 4
= Csebisev szlrd). Jol latszik a Csebisev sz(rd atviteli ingadozésa az atereszté savban. - Gyakorlati
szempontbdl nagyon fontos ezeknek a sziroknek a bemeneti ugrasfiiggvény afditfle6a abra

azt mutatja, hogy a kritikusan csillapitott rendszer (I. Bevezetd jegyzet, Rezgokorok fejezete ) nem
eredményez tullovést és a jelfelfutas is eléggé gyors. A Butterworth szlr6 alkalmazasa kismérték
tullévést jelent, viszonylag gyors felfutasi idovel. A Csebisev sz0r6 felfutasa sokkal gyorsabb, de
tulldvése is nagyobb. A Bessel sz(rd viszonylag lomha felfutasa. ( 1 = kritikusan csillapitott; 2 =
Bessel; 3 = Butterworth; 4 és 5 = Csebisev sz0rok)
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46.Abra

A "gyorsasag és lengedezés" kozotti valasztas Iényegében az alkalmazasi feladat jellegétél fligg, és
mindig komoly megfontolast igényel.

Emlitést érdemel az a tény, hogy az alulateresztb szirbk felllat-eresztdévé, vagy savateresztové
transzformalhatok (I. plTietze-Schenk: Analdg és digitalis aramkorokfefeze). Ennek részleteivel
itt nem foglalkozunk.

Természetesen a fentieken kivil mas meggondolasokon alapul6 szar6tipusok is Iéteznek.

Fontos tudni, hogy a DSPLAY program rendkivil kényelmes szlrbtervezési részt is tartalmaz.

(Nagyon szép és érdekes ennek a programnak a felépitése, makoédése. Bonyolultsaga miatt persze elég
nehezen érthetd.) Természetesen ezzel csak digitalis szOrbket lehet tervezni. - A program
részeredményként kozli az egyitthatok értékét. Ezek 5 szamot tartalmazé csoportokban jelennek meg,
mivel a program minden sz(rdt masodfoku tortfliggvények kaszkad kapcsolasanak tekint. Az 5 szam

kozil az els6 harom vonatkozik a szamlalora, az ezt kdvetd kettd pedig ne(Bnﬁéﬁéke
definicioszerlien egységnyi, - @[p 48] fejezet.) - Ezek a szamértékek jol hasznalhatok akkor, ha a
mérési adatok feldolgozasara magunk irunk programot, de a kivant digitalis sz(r6 tervezésének
veritékeét el szeretnénk kertilni.
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A abra a DSPLAY program altal tervezett negyedfoku, alulatereszt6, Butterworth tipusu sz(r6
z-transzformaltjanak egydttthatéit mutatja, - illetve az ebbdl 1étrehozhaté digitalistizao

kifejezéseét. (A szaro tervezésénél 100 minta/mp értéket, valamint 15 Hz felsé hatarfrekvenciat vettiink
figyelembe. Az atviteli savban az erésités egységnyi. - Az egytitthatdk a képernyon tiz szamjegy
pontossaggal jelennek meg, - itt ezek Iényegesen megcsonkitva szerepelnek.)

0.11 023 0.11
-0.67 0.14
0.15 0.31 0.15-
-0.89 0.52

H{z) = 0.11 + 023271 + 0.112720.15 + 0.312 1 + 0.15272
T 1—=067z-1+0142z-2 1 -—0.89z-! +0.52:-2

abra

e [Egy kilonleges alkalmazapeldd[p 64]

il [p 64] ll [p 45] :I [p 52

Kovetklezd:|Egy kulonleges alkalmazapelda[p 64] Fel: Digitalis jelek feldolgozasdp 45] El5zo:
[z-transzformaciodigitaliszarok[p 52]
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il [p 69 ll [p 591 :I [p 59

Kovetkez8:[DFT - diszkrét Fourietranszformacidp 65| Fel: [Digitalis szarokmegvalositasgp 59
El5zd[Digitalis szGrokmegvaldsitagép 59

Egy kulonleges alkalmazaspélda

Az eddig tanultak 6sszefoglalasaként és specidlis alkalmazasara az alabbiakban mutatunk egy
"gyonyoriséges” példat.[#g[p 64] dbra a Hewlett-Packard cég zajgeneratoranak vazlatat mutatja.

'L-;'L'I' 1 Pyl - o debadti sl
" =~ ] i ‘L - 0 -
= I = ]
i | SHIFT == [IGE. |'-.'-:|t | C.
""-.““ iy J'v;:‘j;-"'f”
[N - Fa i o
RO ] [y g
N
I:' a. Y b
Pl b A "";, - e ek
. 185 =0 O =
fil s ey } ! 5 [
) [ r'H'J
* R S
B e o
i|| i a® o . i
L ; Fy ] ¢ b
il . il & h " A J-.ﬂ.:hI -]
1271 r: - L ¥

48.Abra

Az alvéletlen jelek forrasa egy visszacsatolt shiftregiszteren alapulé generator. Err6l tudjuk
TE

(Elektronika jegyzet, 117. 0.), hogyfokozatl regiszter esetén a kimen?, -1 allapot utan

ismétlodik. Ennek ismeretében felrajzolhatjuk az alvéletlen taviréjel autokorrelacios fliggvényét,

illetve ebb6l meghatarozhatjuk a jel energia-spektrumat a b. és c. abra részlet szerint . (Az alvéletlen -
vagyis ismétlodo - tavirdjel autokorrelacids fliggvénye periodikus lesz, ennek frekvenciaspektruma

(sin(c)/w)?

pedig vonalas és ez fuggvény szerinti burkolé goérbévedndelkezik.)

Ha ezeket az alvéletlen jeleket olyan idealis alulateresztd sz(rdn visszik at, amelyik azt a tartomanyt
bocsétja keresztiil, ahol az egyes spektrumkomponensek amplitidéi Iényegében allanddak, akkor
kimenetként an. savlimitalt fehérzajt kapunk . Ezt az idedlis sz(r6ét olyan FIR elrendezéssel valositjuk
meg, amelyik a shiftregiszter fokozataihoz kapcsolédik, méghozza ugy, hogy a sulyfaktorokat a

sin(x)/x fuggvénynek megfeleléen valasztjuk (d. részlet). A sulyozott 6sszeadd egy mlveleti erdsitovel
felépitett rendszer is lehet, ahol a sulyfaktorokat ellenallasokkal allithatjuk be. A kimeneti jelben az
egyes frekvenciakomponensek tehat azonos amplitidéval szerepelnek, a zaj amplitidé-eloszlasa pedig
Gauss-gorbe szerinti lesz. (Ez kbnnyen atlathato, mivel a kimenet nagyszamu alvéletlen -fej/iras- jel
O0sszegeként all eld.)

Ezt a 1épcsOs jelet természetesen meég egy valdésagos (RLC) alulateresztd szdrbvel simitani szikséges.
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il [p 68 ll [p 45] :I [p 64]

Kovetkezd:[EET - Fast Fourieflransformatiofip 68] Fel:|Digitalis jelek feldolgozasdp 45| EI6z0
[Egy kilonleges alkalmazapglda[p 64

DFT - diszkrét Fourier transzformacio

A digitalis szamitogépek elterjedése a Fourier transzformacion alapulo eljarasok csodalatos viragzasat
eredményezte. A digitalis szamitégépek azonban csak diszkrét értékekkel képesek dolgozni, ezért az
un. diszkrét Fourier transzformacio lehetbségei részletesebb vizsgéalatot igényelnek.

Ha egy folyamatos, savlimitalt jelbdl N szdmu mintat veszink, akkor e mintak alapjan végrehajtott
Fourier transzformacié (az altalanos képletnek idében diszkrét értékekre valo atalakitasaval) az alabbi
lesz:

T I
L J
Y NT - N1
V{kSt) = Z v(nT }e—#HknT
=0
. ahol

e
“=NT

A fenti képlet burkoltan, de hatarozottan arra utal, hogy a transzformacio Id jelatanként
periodikusnak tekinti. Erre a felhasznalasok bizonyos fajtainél érdemes tgyelni.

A diszkrét transzformécidval kapcsolatban joggal vetddik fel az a kérdésNhogyési eredménybdl

E=rN + kq
hany kulonbozd spektrumvonalat lehet meghatarozni. Ha feltesszik, és
r=egész, akkor

N1 N1
V(ED) = 3 v(nT)e AN _ §™ o) iRonT
=0 =0

(E—jﬂTNr = 1}

vagyis a spektrurhl értékenként teljesen megismétlddik.- Tovabbmenfd [a 66] abra mutatja,

hogyan alakulhatnak a mintavételi torvényt figyelembe véve a valds és képzetes spektrumvonalak. Jol
lathatd, hogy mind a szinuszos mind a koszinuszos komponenesek egy-egy szakaszon belil kétszer
fordulnak eld ugyanakkora értékkel. Természetesen a komponensek paros, illetve paratlan
természetének megfeleld eldjellel. igy azt allithatjuk, dgdatbol valdjaban csal2 fiiggetlen
spektrumvonal meghatarozasara van maéd. (A diszkrét transzformécio ezen tulajdonséga igen jol
latszik a DSPLAY prograrhasznalatanal.)
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49.Abra: A valos és képzetes spektrumvonalak alakja.

A diszkrét Fourier transzformacio - a képlet atrendezésével - értelmezhetd matrix maveletként is, az
w = exp(j2x /N )

alabbiak szerint I:
Vo 1 1 1 - 1 o
Vi 1 " w2 w— =1 vy
Vo =|1 w2 w4 w2 V1) 1
Va_1 1 w10 ANy R T _1

Erdemes észrevenni, hobiyg4 esetén a transzformacio igen egyszeriien végezhetd el: érdemi szorzasi
mavelet nélkdl juthatunk el az eredményhez:

1 1 1 1
-7 -1 3
-1 1 -1

-1 =i

[ =1

Azt is felfedezhetjik, hogy egy olyan mintavett jelsorozatnak, amelynek csak a kezdd értéke nem
zérus - vagyis egyetlen Dirac delta fliggvénybdl all, - a diszkrét Fourier transzformaljdnak minden
komponense azon@steka.

A Fourier oda-- és visszatranszformacio természetszerileg 6sszefligg egymassal. Az alabbiakban a két

eljaras egymast kovetd elvégzésével visszakaphatjuk az 7 ggtmsort. Figyeljunk arra, hogy az
oda- és visszatranszformacio soran csakldgyaktor hijan kapjuk vissza kiindulo értékeinket.

mn—1
—nk
VI:ZE W g
=
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il [p 68 ll [p 45] :I [p 64]

Kovetklez®:|FFT - Fast Fourieflransformatiofip 68] Fel: |Digitalis jelek feldolgozasdp 45] EI6z6:
[Egy kulonleges alkalmazapelda[p 64]
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il[p74]l|[p45] :I[p65]

Kovetkez6:|Az FFT gyakorlatalkalmazagdp 74] Fel: [Digitalis jelek feldolgozasdp 45] EI6z6[DFT]
[ diszkrét Fourietranszformacidp 65]

FFT - Fast Fourier Transformation

A Fourier transzformacié igen fontos eszkéz jelek vizsgalataban, mérési eredmények értékelésében,
stb. Nem kell tehat kiléntsebben csodéalkoznunk azon, hogy rengeteg munkét forditottak a
transzformacio részleteinek alapos kidolgozaséra.

A digitalis szamitogépek, valamint a digitalis méréstechnika elterjedése Gjabb Iokést adott a Fourier
transzformacio alkalmazasanak. A digitalis szamitdgépek azonban Iényeguket tekintve nagyon lomha,
lusta rendszerek, mivel az aritmetikai maveleteket mindig logikai alapmaveletekre vezetik vissza.
Kllindsen vontatottak a szorzasok végzéseében. A Fourier transzformacio pedig igen sok szorzast

szorzas szikséges. Egy 1000 mérési pontot tartalmazé adatsor DFT-je tehat egymillié szorzast
igényel, ami a jelenlegi (atlagos) gépsebességek mellett tobb/sok masodperces maveleti iddt igényel.
(Az 6sszeadasok idejét nem szokas kulon beszamitani, mivel ennek iddigénye a szorzasnak legfeljebb
tizede.)

A Fourier transzformacié szamitasi idejét az 1965-ben Cooley és Tukey (CT) amerikai matematikusok
altal kidolgozott algoritmus csokkentette radikalisan. 1978-ban pedig Winograd lépett eld egy Uj
eljarassal. Nézzik csak az aldbbi 6sszehasonlito tablat:

szorzas/pont 0sszeadas/pont

A CT - Fast Fourier Transmormation alapgondolata eléggé kézenfdlpdnt DFT-jeNQ szorzast
igényel. Ha az adatokat két egyforma részre bontjuk, akkor a két rész kulon-kilén transzformacioja
2(N/2)?

szorzasba kertl. Ha a két transzformacio részeredményei kdnnyen ésszekombinalhatok,
akkor érdemes ezt az utat valasztani. Az is nyilvanval6, Negycélszer( 2 egész kitevdjl
hatvanyanak valasztani, hogy a szorzas-sporolas jététeményébdl tobbszorésen részesedhesstink.

A[BQ[p 69 abran az eredetiadatsorbdl a parosakat és paratlanokat szétvalogéssia

adatsorokhoz juthatunk. A DFT képletének mindkét adatsorra vald alkalmazaséaval arra az eredményre
jutunk, hogy & ésH részspektrumok dsszekombinalasahoz uwnal torténd szorzas kell, tehat
viszonylag olcsén "Usszuk meg" azt, hogy a két részre bontassal miveleteket spéroltunk.
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50.Abra: Az adatsor szétvalasztasa paros és parstiarkra.

n) = uv(dn n={1...Nf2-1
vn} (n=0,1....N -1} #{iin}}zvliﬂﬂhl} ﬂ,l,...N,r‘E—fl

N1 Ni2—1 Nf2—1
Ve=2 waw™™ = 3 g™ 4 3 Bl k=01, N -1
=0 =0 =0

ﬂ"%\r = Wiwfa

Ni2—1 Nf2-1
V= Y gaund+wnt Y haugh =Ge+ukH  kE=0,1,...N/2-1
=0 =0

Ha k>N/2-1-nél, akkoik-N/2-vel helyettesithetd, igy végl

Vi = Ghowy +wiyt Hinyp Nf2<k<N-1 ,
Vigwp =G + w;rHN’szk D<k<Nf2-1

A1 [p 70] bran az elbbi elv alkalmazasat abrazoljuk grafikusan. Az abra a./ részén feltiintettiik a
kiindulé adatokat, két csoportba szétvalogatva. Az el6bb targyalt algoritmus s2érint a
spektrumkomponenseket Ugy kapjuk meg, ha két-két adaton az un. lepkemdveletet végezziik el. (A
“lepke” az 4bra e./ részén lathato: AZsB mennyiségeket alakitja &t a megadott médon.) --
Természetesen meggondolasunk négy, illetve két adatra is érvényes (lasd a b./ abra felsd és also
része).
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51.Abra: Az FFT algoritmus rész&l=8 esetén

Az abra figyelmes vizsgalata arra a megallapitasra vezet, hogy a teljes transzformaciéhoz
(V/2}log, N A . o ,
lepkemQvelet szikségeltetik (kettes alapu logaritmus). Ha észrevessziik, hogy a
Nlog, N
lepkemavelet tulajdonképpen csak egyetlen -- de komplex -- szorzast tartalmaz, ¢ 52
Osszefliggés a teljes FFT szorzas-igényét adjaRrdf)24 esetén egymillié szorzas helyett csak

10000 szorzast kell elvégezni, vagyis a DFT-hez képest az FFT csak szazadannyi gépiddt hasznal.

Vegylk észre, hogy az FFT alkalmazdsanal a bemend adatok nem sorrendben kévetik egymast, hanem
furcsa moédon meg vannak "keverve". A kiindul6 adatok megfeleld sorrendbe éllitdsa is igényel némi
gépiddt. Ennek elvégzéséhez is talaltak Gigyes eljarast. Figyelmes matemetikusok észrevették, hogyha
256 bemend adattal dolgoznak, akkor pl. a 158-ik adat helyére a 21-ik adat kerll. Ez az egy-egy
értelm( leképezés az un. “bit-reverzalas” nev( algoritmuson alapul, mely Iényegében a biteknek a
felezd tengely korli elforgatasabdl allgA [p 71] abra).

. : |
N =358 1
1_ D011 1[1 110
X % % wiw A A #

ST

-
T — L p— .—r"'#

52.Abra: A bit-reverzalasnivelet

Felezési elven nagyon sokfajta FFT algoritmus létezf&1lfp 70] .c abra szerinti eljaras nagy

érdeme, hogy a szamitdsok sordn nem igényel kilon tarolohelyet: a bemend adatok helyére irddhatnak
a részeredmények, illetve a végeredmény.[5I4p 70] .d abra szerinti algoritmus viszont nem

igényli a kezdd adatok keverését, de a lepkemivelete dsszetettebb, stb.

Befejezésil megadjuk az FFT-nek egy program listajat, BASIC nyelven. Az A tdmbben a valés, a B
tombben a képzetes részeket taroljuk. A program két részbdl all: az elsd részben az adatok
“keverése” torténik, a masodik rész az igaainszformacio.

DIM A(256), B(256)

M=Ilog, NP
NP=256 : ND=NP/2 : M=8 ( )

REM KEVERES
J=1
FOR I=1 TO NP-1

IF 1<J THEN TR=A(l) : IT=B(l) : A()=A(J)
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: B()=B(J) : AJ)=TR : BQ)=IT

K=ND

440 IF K<J THEN J=J-K : K=INT(K/2) : GOTO 440
J=J+K

NEXT |

REM TRANSZFORMACIO

LE=1

FORL=1TOM

LD=LE : LE=LE+LE

UR=1: UI=0 : AN=3.1415926/LD

WR=COS(AN) : WI=-SIN(AN)

FOR J=1 TO LD

FOR 1=J TO NP STEP LE

IP=1+LD

TR = A(IP)*UR-B(IP)*Ul : IT=A(IP)*UI+B(IP)UR
A(IP)=A(I)-TR : B(IP)=B(I)-IT : A()=A()+TR : B()=B(I)+IT
NEXT |

TR=UR*WR-UI*WI : UI=UR*WI+UI*WR : UR=TR
NEXT J

NEXT L

A program begépelési hibamentessége kdnnyen ellendrizhetd: valasszunk egy tetszdleges bemend
adatsort, transzformaljuk, a valos és képzetes részeket egyarant odéngh, dbrditsuk meg a

képzetes részek eldjelét, hasznaljuk mégegyszer ugyanezt a programot és eredmeényil az eredeti
adatsorhoz kell jutnunk.

Az FFT belsd szerkezetének megértése sok esetben vezethet szamitastechnikai eldonyhéz, vagyis
kisebb futasi id6h6z. Ha példaul azonos méret( szakaszokat kell egymas utan folyamatosan
transzformalni, akkor jobban jarunk, ha két adatsort tltiink be a transzformacio inditasakor, az
egyiket a val6s, amasikat a képzetes részbe. A transzformacio lineéris volta miatt ugyanis a két
részspektrum az ereddbdl és annak konjugaltjabdl egy gyors/olcsé mavelettel megkaphato:

vi{n}) < Vi(k)
va(n) <= Vo(k}
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VI(E) = Vi(k} + jVa(k) V(&) = Yk} — iVa (k)
Vilk) = 5 [V*(N = k) + V{k)] Va(k) = % [V*(N — k) = V(k}]

il[p74]l|[p45] :I[p65]

Kovetklezd:|Az FFT gyakorlatalkalmazagdp 74] Fel: [Digitalis jelek feldolgozasdp 45] El6z6:
[DFT - diszkrét Fourietranszformacidp 65
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il[p77]l|[p45] :I[p68]

Kovetkezd:[Egyébeljarasokmodszerdlp 77] Fel:Digitalis jelek feldolgozasdp 45| EI6zO|FET -
[Fast Fourieff ransformatiolip 68

Az FFT gyakorlati alkalmazasa

Az FFT igen hatékony szamitasi algoritmusa kdvetkeztében szinte univerzalis eljarassa valt.
Igyekeznek mindenfajta feladatot gy megfogalmazni, hogy az FFT-re visszavezethetd legyen.
Tipikus példa a konvolucio lehet: ritkAn végzik ezt kdzvetlenll, az eredeti integral-formula alapjan.
Inkabb a frekvenciatartomanyu szorzast és az inverz Fourier transzformacié Utjat valasztjak.

Az FFT, vagy annak valamely médositott valtozatanak alkalmazasanal bizonyos tipikus kérdések
szoktak felmeriilni. Ezek kdz6tt a legelsd a szikséges gépidd mennyisége. Gondoljuk végig, hogy
milyen modszerek allnak rendelkezésre a szamitasok gyorsitasahoz:

gyorsabb szamit6gép, nagyobb 6rajel frekvenciaval;

aritmetikai processzor hasznalata, esetleg gyors szorz6 aramkorok alkalmazasa,

lehetdleg mindent szamitsunk ki elBre, és Un. look-up table -bdl vegylk eld a sziikséges adatokat;
ne szamoljunk felesleges pontossaggal, -- ha az AD konverter felbontoképessége csak 8 bit, ne
hasznéljunk 40 bites szdmabrazolast;

keresstink minél hatékonyabb algoritmusokat, hasznaljuk ki az az algoritmusok mélyén rejl6
lehetdségeket

® hasznaljunk specialis elemeket, in. DSP (digital signal processor) chipeket, amelyeket
kifejezetten ilyen célokra terveztek és igy igen gyorsak. Ezek tulajdonképpen specidlis
komputerek, nagyon gyors taroléval, paArhuzamos maveleti egységekkel, a szamitastechnika
korszer( megoldasainak arzendljéfeddzerelve.

A felsorolt javaslatok megvalGsitasanak zome elsGsorban pénzkérdés. Aki gazdagabb, gyorsabban
transzformal.

A gyakorlati alkalmazasok masik fontos témakodre ahhoz a tényhez kétdédik, hogy a DFT/FFT a
transzformalt szakaszt periddikusan ismétldddnek tekinti. Ennek kévetkeztében a kezdeti és befejezd
“ugrasok” olyan nagyfrekvencias komponensek forrasai, amelyek végeredményben a kapott

spektrum meghamisitasat, eltorzitasat okozzak. Ezért elterjedt gyakorlat szerint a mintavett adatok
transzformalando szakaszat egy un. ablakfliggvénnyel megszorozzak és a transzformaciot csak ezutan
hajtjdk végre. Ezek az ablakfliggvények altalaban olyanok, hogy a szakaszhatarokon értékiik zérus.

Igy ugyanis kikiisz6b6lhetbk az emlitett nagyfrekvencias zavarok. - Az ablakfliggvény Iéte azonban
Gjabb torzitas kiindul6pontja. Nagyon érdekes kérdés, hogyan kell tehat ezeket ez ablakfliggvényeket
megvalasztani.

Az[B3[p 75] 4bra a legrosszabb ablakfiiggvény, a négyszégimpulzus esetét mutatja be (vagyis
semmiféle adatkorrekciot sem végzink).
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53.Abra: A DFT energiaspektrum alakja négyszdégimpulzus ablakfiiggesetén

Az &bra bal oldalan azt kévethetjik nyomon, miként jelélink kieggélességl ablakkal egy
szakaszt &(t) jelbdl. Ez av(t) szinuszos, frekvenciaspektrumaként két vonalat varunk. A
transzformalt jelsorozat a bemendjelnek egy négyszdgjellel, valamint periodikus
delta-fliggvénysorozattal torténd szorzasabdl all eld, -- az idétartomanybeli szorzasoknak
frekvenciatartomanybeli konvoluciok felelnek meg. -- A DFT elvégzése az adatok periodikus
kiterjesztését jelenti, minthRiddnként megismétlddnének a minta diszkrét értékei.

Az 4bra jobb oldalan a frekvenciatartomanyban latjuk ugyanezt. Feltind, hogy az eredetileg vonalas

Viw)

az ablakjel hatasara kiszélesedik és a végeredmeényl kaphaté spektrum is viseli az
ablakfiggveny emlékét. A spektrum a DFT kovetkeztében csak vonalas lehet!

Ablakfiiggvénykeént olyan jelalakokat valasztanak, amelyek a kezdd és befejezd szakaszokat csak igen
kis sullyal veszik figyelembe. Ezek az ablakfliggvények szamos szempont alapjan értékelhetdk. Az
alabbi tablazatbaf®4 [p 76] abra) feltiintettiik a fohullam szélességét, valamint az un. hullamosséagot.
Ez utdbbi az elsd mellékhullam és a fohullam amplitudéjanak hanyadosa. (E fogalmak eléggé

" sn{z)/z
trividlisak, ha & figgvény alakjara gondolunk.)
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NEGYSZOG dr/N | 22 %

1

BARTLETT (HAROMSZOG) 8x/N | 4%
1—2n|/{(N —1)

HAMMING 8x/N | 1%
054 + 0.46 cos( 252
HANNING 8x/N | 26 %
0.5 + 0.5 cos( 222

BLACKMAN 12n/N | 0.1 %

0.42 + 0.5 cos{ 222} + 0.08 cos( 272

N-1
| < —

54.Abra: Kiilonb6z6 ablakfuggvények hatastrekvenciatatomanyban

il[p77]l|[p45] :I[IOGS]

Kovetklezd:|Egyebeljarasokmaodszergp 77] Fel: Digitalis jelek feldolgozasdp 45| EI6z6:
[Fast Fourief ransformatiofip 68
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il [p 80 ll [p 45] :I [p 74

Kovetkezd:[Wavelettranszformacidp 80] Fel: Digitalis jelekfeldolgozasgp 45] EI6z6[Az FET]
[gyakorlatialkalmazag4p 74]

Egyéeb eljarasok,modszerek

Az FFT ismertetett valtozata mellett mas hatékony algoritmusok is l1éteznek, amelyek spektrumok
szamitasat, vagy ezzel kdzel ekvivalens értékd mdveletek végrehajtasat segitik.

Léteznek példaul un. gyors konvolucids eljarasok, amelyeket elsdsorban gyors jeldetektalasi
(jelfelismerési) feladvanyoknal hasznalnak. Alapgondolatuk: a szorzasok szamanak cstkkentése, a
feladat megoldasanak érdekében az dsszeadasok szamanak aran. Egy ilyen eljatisaagam.
algoritmus Az otlet szinte kézenfekvd: két komplex szam szorzatat a trivialis négy szorzas és két
0sszeadas helyett harom szorzassal és harom 6sszeadassal is elvégezhetjiikl @xorzatot csak
egyszer kell kiszamitani). Konvencionalisan:

e+ jif =(a+ jib{e+ jd) —= e=ac—bd, f=ad+be
Hirassen : e=(a—bld+ale—d), f={(a—bld+blc+d).

A Strassen algoritmust elsdsorban az un. cirkularis konvolucié szamitasara hasznaljak. (Ez
végeredményben a konvolvalandoé jeleket periodikusnak tekinti.) A konvollciét harom szakaszra

. Bx B
bontjak, egy elédsszeadasra, szorzasra €s utbdsszeadasra. Eléggé meghtkkentd n - __ i-agy
cikrularis konvoluciét a trivialis 64 helyett 17 szorzassal is el lehet végezni. - Az elébbi komplex
szorzas az algoritmus szerint tehat igy néz ki:

c—d i (O 1 0
()= 2)C) =G )0 exao]{o 1](5)
¢ 0 0 df \0 -1

A Winograd féle gyors Fourier transzformacié hasonlé meggondolasokbdl indult. Ennél az eljarasnal
a részekre bontas primszamok, illetve ezek hatvanyai szerint torténik. Példaképpen bemutatjuk az 5

9=2f;’5)_

pontos Winograd transzformaci( -

(Bu'[]'{}... '\‘
Vo 14 a0 O 0 O 0 B 0O
Wi 11 1 1 0 -1 0 0 B
ml=l11 -1 1 1 ¢ . X
Vi 11 -1 =1 -1 ¢ : By
Vi 111_1{}1'\ 343)
h
11 1 1 1 y
g1 1 1 1 H“
Ljor -1 -1 v‘
01 -1 1 -1 ”2
g1 0 0 =1 3
00 -1 1 0 b

By=1, By =05(coa@+c0e23) -1, B, ={0.5(cosQ —cos2d),
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By =j8in@®, By=ji(—sin@®+sin2@), By =j(sin@ + sin20).

Bar a mbdszer az igényelt szorzasok szdmanak szempontjabdl nagyon hatékony, programozasa
nehézkes, memoria-helyfoglalasa nagyobb, mint a CT eljaras esetén lenne. Azt sem feledhetjik, hogy
a bonyolult indexelés, a gyakori keresés a memariaban nem a sebességntvekedéhatinyaba

Itt emlitjik meg roviden, hogy létezik egy WWalshtranszformacids, amelyet valaha a Fourier
transzformacio komoly konkurensének tartottak. A Walsh fliggvények az ortogondalis
fuggvényrendszerek kdzé tartoznak, kétértéklek, eldallitasukra egy rekurzios formula szolgél. A sin és
cos fiilggvények mintajara cal és sal fliggvényekrdl beszélhetiink. Jellegukrol némi tajékdathtast a

[p 78] abrardl kaphatunk. (A vilagos és sotét részek a kétérték? Walsh fliggvények mintjara
véaltoznak.)

wal(0, )

sal{l,8) —re——if
cal(1,8) I'L_w_“‘-"-m-|ulL....,_..
sal(2,8)
eai(2,8) = , ——]
sal(3,0) tF—— - 1—
eal(3,8) —F—t=F——
sal(4,4) e e |

i
i | | e I—1
cell48) A1

eal(8,0) LR
cal(®.6) F =
eol®.6) P

(6,8 P
e R
call7, 6] FHFHH R
sall®,6) PR

| i i FE— a i L
~1/2 0 1/2
55.Abra: A Walsh-bazis elsé néhamiyggvénye

T

r—
| N R
r—

A Walsh fliggvények tehat alkalmasak periodikus jelek komponensekre bontdséra. Valaha eldnyiket
az jelentette, hogy e fliggvényeket egyszerQ digitélis aramkdrokkel relative konnyen eld lehetett
allitani. Kétértéka voltukbol kdvetkezik, hogy a szorzés helyett csak 6szeadni, kivonni kellett. gy
tehat megvaldsithaté volt a jelfeldolgozés nagy dlma: az on-line (valés idejd) spektrum eldallitas.
Sajnos, az 6rombe némi Urém is vegyllt, mert a Walsh fliggvényekre a konvolucié csak modositott
forméban érvényes. Az is hatranyos, hogy a “természet” Iényegében nem ismeri ezeket a
fuggvényeket, igy szemléletes, vagy hasznos voltuk ugyancsak kérdéses. Ezek ellenére vannak
bizonyos szaktertliletek, amelyek allitjak, hogy jelfelismerési problémaikhoz a Walsh spektrumok igen

jol hasznélhaték.
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:|[|080]l|[|045] ﬂ[|D7‘H

Kovetklezd:[Wavelettranszformacidp 80] Fel: Digitalis jelek feldolgozasHp 45] EI6z6:[Az FFT]
[gyakorlatialkalmazagdp 74]
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il[p84]l|[p45] :I[p771

Kovetkezd:[16.1A Daubechiesvaveletekp 84] Fel: Digitalis jelekfeldolgozasHp 45 El6z6[Egyén]
[eljarasokmodszerHp 77]

Wavelettranszformacio

A jelfeldolgozéas soran el6fordulé jeleknek eddig vagy az amplitidé - id6 és az amplitudo - frekvencia
leiraséat hasznaltuk.

Pl. egy ilyen leirhs megadja a mért jel amplitidéjanak idéfiggését - a jellemzd frekvenciakrdl ilyenkor
nem tudunk semmit, azok vizsgalatdhoz at kell térniink a frekvencia-térbe.

A Fourier transzformécioval a frekvencia-térbeli leirds pontosan megadja a jelsorozatot Iétrehoz6 sin
és cos fuggvények amplitudé és fazisértékeit, de semmit nem mond a jel iddbeli valtozasairdl (pl. a
jellemzd idBbeli frekvencidkaltozasarol).

Erre példa egy rovid, Dirac-delta jelleg impulzus Fourier-transzformaltja: ahogy—hj 46] .

fejezetben lattuk ez nagyon sok, kb. ugyanolyan amplittainjé@secs hullambél all. A hullamok

fazisai “pontosan” ugy allnak, hogy az impulzus el6tt és utan a hullamok kioltjak egymast, de a
megfeleld iddpontban az impulzus megjelenik: a Fourier-térben nem lehet kézvetlenil megmondani
az impulzus eldfordulasi idejét.

A wavelet transzformalt a rogzitett, a csak idd vagy a csak frekvencia kép “kdzotti” leiras. A wavelet
transzformacio segitségével a jelek id6beli (vagy térbeli) és a frekvenciatartomanybeli analizise az
eldbbi modszerekkel szembegyszerrénajthatd végre (valdjaban a az amplitidé - idd és az

amplitido - frekvencia leirasat a waveletleiras két végletének tekinthetd). igy a wavelet
transzformacioé segitségével egy éles valtozas a frekvenciaspektrumban annak eldfordulasi idejével
egydutt, egyszerre hatarozhaté meg.

Af x At
Egy wavelet a frekvencia-id? sikot (ez valéjdban a jel “faziste. f méretQ cellara bontja.
Ebben a térben a szokasos id6- és frekvenciatartomanybeli abrazolas egy olyan specidlis felbontasként
foghaté fel, amikor az adott cella egyik iranyban végtelen kiterjedési lesz (pontosabban lefedi a teljes
megfigyelt spektrumtartomanyt ill. az egész medfigyelési idot).
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56.Abra: Egy adott jelre jellemzd teriiletek a frekvencia-gdion

Természetesen a fazissikon végtelen szamu felbontassal kisérletezhetiink. A waveleteket ezek kozil az
emeli ki, hogy mikdzben frekvenciajuk viszonylag jol meghatarozott, ekdzben idbeli (térbeli)

helyzetlk is korlatozott. Ez a két feltétel - a kvantummechanikai hatarozatlansagi relaciéhoz hasonlé
elvi okok miatt - nem elégithetd ki tetszdleges pontossaggal egyszerre.

A jeleket un. ortogonalis bazisfliggvények szerint fejthetjik ki. Ha ezek a Dirac-delta fuggvények,
akkot a szokasos amplitudo-id? leirashoz jutunk, ha ezek a sin és cos fuggveények, akkor ez a Fourier
lefras. AZ57 [p 81] abran e két leiras mellett mas lehetséges wavelet bazisok néhany alapfiiggvényét
tuntettik fel.

81



amplitidé bazis

Haar b&zis

Walsh bazis

1
I
lh
Il

D 20 40 60 80 100120

Wavelet csomag bézis

0 20 40 60 80 100120
helyi szinusz bazis

D 20 40 60 80100120
Fourier bizis

] AW
Y
oo ———-
oy -4

—'HMWMWWWWUUU\

—— A ——————

—
I

VLR
WANARRAAMAANAARY
VWY
AVAVAVAVAVAV

D 20 40 80 80100120

0 20 40 B0 80100120

0 20 40 B0 80100120

57.Abra: Kiilénb6z6, jelek leirasara hasznalhat6 bazisfliggvények alakja. Az abrakon a 0, 1, 2, 3
jellel jeldlve a (0,128) iddintervallumban valaszthato fuggvények kilonb6zd tagjai lathatéak: az
amplitado béazis a szokasos amplitudo-idd leirast jelenti (ennek bazisfiiggvényei a Dirac-deltak). A
Haar bazis az un. Haar fiiggvényekbél, a Walsh bé_ld@m78] . oldalon emlitett Walsh
fuggvényekbdl all. A wavelet csomag bazfs&@l [p 84] fejezetben targyalt DAUB4 fiiggvényeket
haszndlja, a helyi szinusz bazis alapja egy adott frekvenciaju, de iddben Gauss-fliggvénnyel
korlatozott idej? szinuszjel csomag. A Fourier bazist kiilénb6z6 amplitidéja szinusz- és
koszinuszfliiggvények alkotjak.

A wavelet transzformaciok alapstruktiraja rekurziv sz(résekbdl és (az FFT CT algoritmusanal is
megismert) paros-paratlan tagok szétvalogatasabdl all. A waveletek viszonylag alacsony (az FFT-vel
O0sszemérhetd) szamitasi kapacitast igényelnek. A diszkrét wavelet transzformacié (DWT) az FFT-hez
hasonléan egy olyan gyors, linearis szorzasi mivelet, an2® yraéretl bemen? vektort (adatsort)

egy ugyanilyen mérett kimeneti vektorba transzformal at (FFT esetén B2 65| fejezetben
foglalkoztunk). Ezért mind az FFT, mind a DWT egy forgatasnak foghat6 fel az amplitadé-idd
doménbdl a frekvencia-idd térbe, és mindkettd egy-egy matrix segitségével is megadhato.

e |16.1A Daubechiesvaveletekp 84]
® |A Diszkrét Wavelef ranszformacigdp 86|
e |WaveletkdzeliteseKp 89|
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Kovetklez6:|16.1A Daubechiesvaveletel{p 84] Fel:[Digitalis jelekfeldolgozasdp 45] EI6z6:
[Egyebeljarasokmaodszergfp 77)
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il [p 86] ll [p 80] :I [p 80]

Kovetkez:|A Diszkrét WaveleT ranszformacidp 86] Fel:[Wavelettranszformacidp 80] El6z6
[Wavelettranszformacidp 80]

16.1 A Daubechieswvaveletek

A kovetkez8kben a DWT egyik fajtgjaval, a Daubechies altal felfedezett DAUB4 wavelettel
foglalkozunk. A transzformacié egy |épését a kdvetkezd matrix definialja (a nem jelzett elemek értéke
0):

th €1 € 3
3 =2 1 —i
ta €1 €2 O3
3y — 9 —n

01 0y
T3 —x O —On
) {4t Ca 1

L&) = Ty =—Cald
Ez alD4 matrix azx (bemend) adatokbdl allitja eld ¥ = Dgx (kimend) wavelet transzformaltat. A

maveletet érdemes dsszehasonlitani a diszkrét Fourier transzfo - A§gi@6] . oldalon lathatd
matrixalakjaval (természetesen ne feledkezzlink el arrdl, hogy itt tobb 1épésink is lesz egymas utan).

A ID4 hatasa a bemend adatokra a specialis elrendezés miatt két FIR sz{ir hatasaként is is
elképzelhetd: a paratlan sorokbaey., . . . , {73 egyutthatok, mint egy “simitast” (integralast) végzo
FIR sz(rd mOkddnek, mig a paros sorokba#y, —a., £, — g egyltthatok derivaljak, “durvitjak”

az adatokat, méghozzé ugy, hogy “elegendden” sima bemend jelre a kimenetlk zérus (ezt a két
maveletet kvadratira tikor szOrdknek is nevezik).

Kdveteljik meg, hogy konstans és linearis jelekre a paros sorok végeredménye elt(injon, valamint azt,
hogy a matrix inverze annak transzponaltja legyen:

co = (1 + v3}/4y2 ey = (3 + v3)}/4/2
e = (3 - V3)}/4v2 e3 = (1 — /3}/4/2

A DAUB4-hez hasonléan a csalad tobbi tagja is megkaphato, ha a hat, nyolc stb. tagot vesziink, és
megkdveteljik, hogy masod-, harmad- stb. foki a bemend jelre a paros sorok eredménye nulla legyen.
A DAUBSG példaul a kdvetkez&-kbdol all:
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co = (1 + V10 + 1/ 5 + 2/10) /162 e = (5 + V10 + 3+/5 + 2¢/10)/16+/2
ex = (10 — 24/10 + 24/ 5 + 2¢/10) /16v/2 3 = (10— 2¢/10 — 2v/5 + 2/10)/16+/2
cg = (5 + 10— 34/ 5 + 2/10) /16,2 e = (14 V10— /5 + 24/10}/16+/2
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il [p 89 ll [p 80| :I [p 84

Kovetkezd:|Waveletkozelitesep 89] Fel:|Wavelettranszformacidp 80] EI6z6|16.1A Daubechie$
waveletelp 84]

A Diszkrét Wavelet Transzformacio

A Diszkrét Wavelet Transzformacio (DWT) az el6zdekben megismert wavelet matrix egymas utani
hierarchikus alkalmazasat jelenti: eldszor a tefy = 2™ hosszlsagu adatsorra alkalmazzuk, ezutan a
“simitott” adatokat kivesszuk, és ezt BlZ2 adatsort szorozzuk be a matrixszal, majd a
“simitott-simitott” adatokkal ismételjik meg a mQveletet, s.i.t. . Az eljarast egészen addig folytatjuk,
amig csak két komponens nem marad:

Mt 7 A1 N -Sl- -Sl- -Sl-
2 dy f2 D S [ it | S2
73 P B3 5, S| — | Dy
b4 & " | matrix Dy sorbarakhs ﬂ Dy
L E3 Eg, —_— 53 —_— Iy i
Ta d R Dy D, Lo
Y A4 A7 54 Dy Dy
Ys rmAtrix de sorbarakas | 28 Dy Dy Ds
o —_— RE —_— dl dl dl l13{1
110 dy, s d; dz &
111 Rg ds dy dy dy
12 dg dy dy dy dy
713 By dy d dy, dy,
14 dr da da dy dy
715 R dy dy d; dy

L#/16 Ldg Lds | da L ds | L s

Lathatéan a transzorma@™ pont esetén kS -el és €2, D, d stb. wavelet egyiitthatok sokasagaval

ér véget. Mivel az egész eljaras ortogonalis transzforméaciok sorozata, az DWT maga is ortogonalis
lineéris mavelet. Az inverze egyszerlien az egész eljaras megforditasabdl all (természetesen a wavelet
matrix helyett annak transzponaltjat (azaz inverzét) kell hasznalni).

A fenti algoritmus nagymértékben hasonlit az FFT CT algoritmusara: az egyes DWT
matrixszorzasoknak a lepkemivelet alkalmazasa feleltethetd meg, mig a simitott adatok kivalogatasa
az FFT rendezésével hozhat6é parhuzamban. Kulénbség viszont, hogy az FFT esetén minden |épésben
2™ ponton végziink maveletet, mig a DWT esetén az adatok szama Iépésenként felezddik: ez jeleniti
meg a DWT esetén az egyes frekvenciakhoz tartoz6 komponensek idofig gt §l7] abra).

A DWT segitségével a fazisteret hierarchikusan épitjuk fel, egymas utan duplazva a frekvenciat és
felezve a pontok szamat (azaz duplazva a pontokra esd iddintervallumok szgb&).8&] abran
lathaté modon az alacsony frekvencidk értékét viszonylag pontosan tudjuk, de eldfordulasuk idejét
nem nagyon ismerjuk. A magas frekvenciaju komponensek értéke rosszul (pontatlanul) ismert, de
helyuket j6l ismerjuk.
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Waelsl bazs
58.Abra: A fazistér felosztasaRBWT-vel.

Az inverz DWT segitségével kirajzoltathatjuk a DAUB4 waveleteket i§6@\p 88| abran a DAUB4
waveleti=1, 10, 50 és 150 komponense latHét®12 pont esetén. Megfigyelhetd, hagy

ndvekedésével a fiiggvény egyre inkabb egy keskeny intervallumra koncentralédik, gy, ahogy ezt a
transzformacio hierarchikus felépitése alapjan varjuk. A DAUB4 esetében a wavelet folytonos, de
néhany pontban a jobboldali derivalja nEtezik!
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59.Abra: A DAUB4 waveleti=1, 10, 50 és 150 esetén 512 poritra50 esetén a (128,255)
intervallumban vagyunk, a wavelet @2(150-128)/(256-128)*512=88 pont kortl jelenik megb0
esetén a (32,63) intervallumban vagyunk, a wavelgt@x0-32)/(64-32)*512=288 pont koril jelenik
meg. Kicsii esetén a poziciok pontatlanabbak (ui. a karakterisztikus frekvencia alacsony).

A DWT-t a Fourier-transzforméaciéhoz hasonldadimenziéban is elvégezhetjik: ilyenkor

o 1,2.,....n
egyszerQen a

" dimenzi6 szerint sorban elvégziink egy egydimenziés DWT-t.

il [p 89 ll [p 80| :I [p 84

Kovetklezd:|Waveletkozelitesep 89 Fel:|Wavelettranszformacidp 80] El6z06:(16.1A

[Daubechiesvaveletelp 84]
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Kovetkezd:[Tomaritésieljarasokp 92 Fel:[Wavelettranszformacidp 80] EI6z6[A Diszkré}
[WaveletTranszformacidp 86]

Waveletkodzelitések

A DWT transzformaciéval most mar megkisérelhetjiik végrehajtani a fejezet elején emlitett fazistér
vizsgalatot. A6Q [p 89] abran néhany exponencialis lefutasu, kilonb6zé amplitddojd impulzust
transzformalunk a wavelet térbe. Figyejik meg, hogy a fazistérben az egyes impulzusok kdérnyékén
széles (pontosabban magas) frekvenciaspektrum jelenik meg! Ha a wavelet komponensek kozl
csupan az 512/32 legnagyobbat hagyjuk meg (sziirke sav), akkor ezek alapjan majdnem tokéletesen
megkaphatjuk az eredeti jelet.

fazistér
Ll L
jel

h, |
wavelet transzformalt

"""’""';}"i'é"éééé||itc{i'{"j'e|

60.Abra: Impulzusok DAUB4 wavelet transzformacidja. A visszadllitott jel csak a sziirkével jelolt
komponenseket hasznélja. A wavelet komponensek nagysag szerint csokkend sorrendbe vannak
rendezve!

Ezzel az eljaras segitségével (ugyan veszteségesen de) tomorithetjik a jelet. Természetesen itt nem
csak az amplitudot, hanem az adott wavelet poziciéjat is el kell tarolnunk: igy a fenti impulzusokat
1/16-od részére tomoritetiik. Bebizonyithatd, hogy az 6sszes ortonormalt bazis kézul a wavelet
segitségével érhetd el a Shannon entrépia szerintegéitiidebbegylittes leirdsa az adatokrésda
modellnek (azaz a bazisfiggvényeknek). A wavelet rosszul tomoriti a jelhez kevert véletlen zajt:
ennek eredményeképpen a csak a jelentds wavelet komponensekbdl visszaallitott jel esetén
megjavitjuk a jel/zaj viszonyt is!

A wavelet tomorités altalaban nagyon jol alkalmazhatd képek esetén. Szemiink kiiléndsen érzékeny az
élekre, a wavelet transzformalt pedig pontosan ezeket a valtozasokat tudja jél leirni, igy elegendd
kevesebb paraméter rogzitésgoB\p 90] abran egy kép és annak wavelet transzformaltja lathat6 az

elsd DAUB4 |épés utan. A transzformalt képben a bal felsd ke&gyaAnyU simitas utan létrejott
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kép, mellete van a csak vizszintes iranyu, alatta a fugg0flegesé, a jobb alsé képen pedig a mindkét
irAnyd “durvitds” eredménye.

61.Abra:

A DAUB4 lépéseket a DWT-nek megfelel6en folytathatjuk, de érdemes megnézni az egy Iépésben
simitott képhdl visszaallitott képeled [p 90] abran. A visszaallitott kép mellett lathat6 az eredeti és
rekonstrualt kép kilénbsége is (a kiilénbség kevesebb, mint a maximalis amplitidd 1%-a). Figyeljiuk
meg, hogy a kiilénbség az élek mellett a legnagyobb, a hattérben |1évd szikla majdnem tokéletesen
rekonstrualhatd!
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62.Abra:

:|[p92]l|[p80]ﬂ[p86]

Kovetklezd:[Tomaritésieljarasokip 92] Fel: [Wavelettranszformacidp 80] EI6z6:[A Diszkré}
[WaveletTranszformacidp 86]
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il [p 96] ll [p 45] :I [p 89

Kovetkez6:Jelekvizsgalata zaglenlétéberip 96] Fel: Digitalis jelek feldolgozasdp 45] El6z6
WaveletkbzelitéseKp 89

Tomoritési eljarasok

Az elektronikus eszkdzokkel létrehozott adatok (programok, képek, allomanyok) kdzll sok tartalmaz
részben ismétlodd szakaszokat, részeket. Ezek az adatok altalaban kilonbdzd tomoritési
algoritmusokkal (pl. a kézismepkzip vagyarj ) eredeti méretiik toredékére zsugorithatok. igy
csokkentd az adatok atviteléhez szilkséges idd, redukalhatd a taroldsahoz szilkséges hely. Az eljarasok

kozul megkulonbdztetlink veszteség nélkili és veszteséges eljarasokat (ez utdbbiak ugyan jobban
tomoritenek, de az eredeti jelek tokéletes visszaallitasa itt nem lehetséges).

A veszteségmentes tomoritd eljarasok kozil legegyszerlbb a futdsi hossz kod. llyenkor pl. a 127 alatti
karakterek jelzik, hogy hanyszor kell az utanuk jovo karaktert megismételni, a 128 feletti karakterek
pedig a 128 feletti értékkel megadott szamu, egymas utan jovo (kilénb6zd) karaktert jeleznek

(hasonlo eljarast hasznalnak a faxokban is). Az eljaras ugyan egyszer(, de nem mindig hatasos: pl. egy
ABABAB... szOveg esetén nem ismeri fel az ismétl6dd mintat. llyen esetekre az un.

Lempel-Ziv-Welch eljaras tekinthetd a modszer egyfajta kiterjesztésének: ekkor folyamatosan egy
szotar épul fel sorban, dinamikusan a kédolandé adatokbol. Minden egyes bejovd adat (pl. byte) a
korabbi adatokkal egyiitt egy Uj sz6t hoz létre. Ezt a szotar elemeivel 6sszehasonlitjuk, és a maximalis
egyezésl szotarelem az Uj adattal egyditt egy Ujabb szotarelemet hoz létre.

Nézziik a kdvetkezd példat! A szotarf@Hp 92] abran lathatjuk, a kddolas pediG4[p 92] abran
kdvethetd nyomon. A bejovd adatok balrdl jobbra kerlilnek vizsgalatra. Az elsé karakidival
nincs hoszabb egyezd sz6 a szotarban, eadrsad bekerul a szétarba, 4-es koddal.

.

stringtabla szitar
a i a 1
1 2 o 7
i C 3
al: 4 b 4
oa 5 2a 5
& E- 4G 7]
ch 7 K} 7
bzh a sh 8
baha 5 ga 8
ad 10 ia in
aa " 10a 11
aasa 12 11a 12

e

63.Abra: Példa a szétar felépitésére az LZW eljarasban: a szétar a szaggatott vonal feleti barom
c karakterrel lettnicializalva.

A tomoritett kddot a maximalis egyezési szétarelem poziciéja adja, a kimenetre csak az igy megadott
szotar-kod kerdl.

92



bemeno

adat a b 3 bec b 2 b a b a 2z a & a 3
kimené 1 2 & 3 § 8. 1 10 11
kod 1 N M

uj string ~ 4 6 8 10 12
64.Abra: Az LZW kodokeldallitasa.

A sz6tar a méretét tipikus22 -218 sz6ra valasztjak. Amikor a szotar megtelik, akkor akkor azt
letorlik (pl. byte méret esetén csak az elsd 256 sz6 marad meg), majd Ujra ialdarémnus.

A dekddolashoz a bejovd kodok alapjan fel kell Gjra épiteni a szétarat. Ez (a kddolashoz hasonléan)
folyamatosan elvégezhetd, azaz az eljardssal az adatokat folyamatosan témaorithetjik ill. allithatjuk
vissza. TObb, adatfolyamban is hasznalt program ig¢m, compress ) részben ezen az
algoritmuson alapul.

Példank dekddolasat lathatjufeg[p 93] abran. Minden kod rekurzivan helyettesitddik a prefix
kodjaval (szétarelem kodja) és a kdvet? karakterrel. A végeredmény az eredeti adatfolyam.

1 2 4 3 2 8 1 19 11

hEmE“ﬁ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ L) ¥ ¥ L
kéd a b 15 ¢ 28  5h a 12 10
v v v v v
& L/ 2a i 18
. v ' v ¥
kimend b 3
adat i b ab c ba  hab 2 3 2
P -8 -8 3
0j string :

5 i 8 11
65.Abra: Az LZW kodokdekddolasa

Az eljaras hardware segitségével is kbnnyen megvalosithatd (igy valds ideji diszk tdmorités hozhatod
létre!).

Bizonyos esetekben, amikor a bejovd jelek eloszlasa eldzetesen pontosan ismert, a fenti
algoritmusoknal esetlegesen jobban tomoritd un. Huffman-kodolast is hasznélhatunk. Ennek Iényege a
[68[p 94] abran lathatd: az eljaras az egyes jeleket (pl. karakterek) eldfordulasuk valészinlségében
sorbarendezi. Ezek utan a két legkisebb val6szinOségu jelet helyettesiti egy olyan Uj jellel, amelynek
valoszinlsége a két jel valoszinlségének dsszege. Ezutan Ujra rendez, majd megismétli az egész
folyamatot egészen addig, amig csak két jel nerad.
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lépések
Jel Valészinliség ! 2 3 4

t, (.4 0.4 0.4 (0.4 0.6
o, (.3 0.3 0.3 [lEj (0.4
a 0.1 (1 0.2 0.3
u, (. [l!j (0.1

i, (.06

y (1
i, (004 |

66.Abra: A Huffman-kodolas rendezégipései

A kodolashoz megfordul a rendezési folyamat: pl. a nagyobb val6szinOdséga jelhez rendeljik a 0-t, mig
az 1-et a kisebbhez. Ezek utan visszaléplnk egyet a rendezésben, és Ujra 0-t irunk a nagyobb, 1-et a
kisebb jel kddja utan (prefix kddolas). A visszalépéseket addig ismételjik, amig minden elemi jelhez
hozza nem rendeliink egy kodof@H [p 94] abra). Az eljaras eredményeként a gyakran eldfordul6

jelek kédoldsa mindéssze néhany bittel torténik, mig ekézben a nagyon ritka jelek akar 10-14 bites
kddot is hasznalhatnak. Erdekes megfigyelni, hogy az igy eldallo kod egyértelmden dekodolhatd, nem
szilkséges megjeldlni az egyes kdtakarait.

lépések
Jel Val. Kod 1 2 k| 4
d, 04 ] 4 1 o4 | 04 1 e [1.0a (]
a, 4 {H} .5 X} (h3 0N 3 00 14 1
i1, it (1 0.1 1l 02 iy r—--m13 0
a, 0.1 0L 0.1 DMﬁ:j i1 011
0 0.06 01010 =tg—— 0.1 DI
a, 0.04 L

67.Abra: A Huffman-kddolas kodolasépései

Kérdés Mekkora a példaban szerepld karaktersorozat és annak Huffman kodoldsanak
Shannon-entrépiaja?

Az eljaras ugyan jol tud tomoriteni, de hatranya, hogy a bejovd jelek eloszlasat ismerni kell (azaz
folyamatos on-line tomaoritést nem tudnk végezni vele). Ezen Ugy segitenek, hogy megvizsgaljak sok,
hasonlé jel eloszlasat és ezek alapjan felépitenek egy statikus kédtablat (ennek hasznalata gyorsabb,
mivel nem kell elvégezni a rendezd-kddolo |épéseket). Statikus kddtabla esetén raadasul nem kell
esetrdl-esetre rogziteni (vagy a kommunikaciés vonalon atkild&agtablat.

A veszteséges kodolasokra példat lattunk a wavelet transzformacié soran. A korszerQ képtomaoritési
eljarasok hasonl6 technikakat alkalmaznak, itt most az egyik leggyakrabban h#izEaabaseline
codingeljarast nézzikneg:
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A JPEG koédolast hosszu kutatbmunka és kisérletezés elézte meg. Az kddolasi eljaras 8 bitre

. Ex8
korlatozza a be és kimend adatok pontossagat. A képet e rpixel méretl négyzetekre
bontjak, eltoljak az egyenszintet a skala kozepére, majd diszkrét koszinusz transzformaciéval (DCT)

Ex B
transzformaljak és 11 bit pontossaggal kvantaljak. A DCT a be,_ . -es matrixot a
kovekezbképpetranszformalja:

Ex8
A DCT komponenseket -as négyzet sarkabdl cikk-cakk mintdban haladva egydimenzids
sorozatta alakitjak (6§ [p 95] abra).

Ol 1|56 1411512728
2147 113116]26(29 |42
F| 8 [12]17(25(30]41] 43
OLIT LR 24131 | 4044 53
10F 19123132139 4552 54
20122133138 |46| 51|55 60
2L134 |37 (47|50 | 56] 59 61
3536 |48 (49|57 | 58] 62 ] 63

68.Abra: A DCT komponensekorbarendezése

Mivel igy a DCT transzformalt ndévekvd frekvenciaju komponensei egymas mellé keriilnek, a
homogén, egyszini fellletek sok egymas utani 0-at tartalmaznak, ezért az AC komponenseket futasi
hossz kéddal tomdritik. A DC egytthatok viszonylag lassan valtoznak, ezért ezeknél csak a korabbi
értékekhez viszonyitott eltérést adjak meg (delta kddolas). A szabvany megad eldre rogzitett
Huffman-kédokat is a kromacitas és luminancia szininformaciok egyszer(, de hatékony kbédolasara is
(de sajat Huffman-kodtablat is lehet hasznalni). A JPEG veszteségének mértéke allithatd: nagyobb
pontossaghoz nagyobb fileméret tartozik. Mivel az eljaras j6l alkalmazkodik a gyakran eldfordul6
sima felliletekhez, ezért pl. egy 1:25 ardnyban 6sszenyomott JPEG kép altalaban még élvezhetd

x
mindséga. Az eljaras _. pixelekbdl all6 négyzetek miatt lokalisan adaptiv, azaz képes
alkalmazkodni az élekhez is: itt ugyan tébb DCT komponenst kell meg0rizni, de altalaban viszonylag

.. Bx8 )
kevés ilyen -as) blokk akad egy képen.

il [p96] ll [p 45] :I [p 89

Kovetklezd:Jelekvizsgalata zaelenlétéberip 96] Fel: [Digitalis jelek feldolgozasdp 45] Eldzo:
[WaveletkbzelitéseKp 89
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il[p97]l|[pi]:|[p92]

Kovetkezd:|A zajokjellemzo|[p 97] Fel: Jelfeldolgozd$p i] EI6z0[Tomoritésieljarasolp 92]

Jelek vizsgalata zajjelenlétében

® |A zajokjellemzd|[p 97]

e |[Integralovoltmérd[p 99

e [Kvaziperiodikugelek mérése zaglenlétéberip 100
e [Ismertjelalak amplituddjanaknéresgp 103

e [WienerszlréHp 106

e |[Fokomponenanalizig[p 10§

96



il[p99]l|[p96]:|[p96]

Kovetkezd:[Integralovoltmérd[p 99 Fel:[Jelekvizsgalata zggelenlétebelip 96] El6zoJelel

[vizsgalata zajelenlétébefip 96]

A zajok jellemzadi

A méréstechnika egyik legfontosabb célja: kiizdelem a mindig, mindentt jelenlevd zaj ellen. A zajok
altaldban nem kivant, de az altalunk éppen vizsgalt mennyiséget befolyasold természeti folyamatok
eredményei, igy kdnnyen atlathatd, hogy sokfajta zaj Iétezhet. (A zajok sohasem sziintethetk meg,
szemben a zavarokkal. A zavarok ember-keltette jelek, pl. fénycsovek mikodésétdl szarmaznak.
Megszuntetésik, csokkentésik csak elvben lehetséges, a valésdgban sokszor lehetetlen.) A zajok csak
valészinlségi adatokkal jellemezhetdk, e jellemzdk maguk is valoszinOségi valtozok. Két gyakran
hasznalt fogalmat[ad [p 97] bra alapjan értelmeziink: fehér zajrél akkor beszélink, ha a zaj
energia/teljesitményspektruma egy adott frekvenciatartomanyban allandé értékd. -- Gauss zajnak azt
nevezzik, amikor a zaj pillanatnyi amplitido eloszldsa a Gauss féle valészinliségeloszlast kdveti. E
két dolog nem szukségképpen jar egyltt, de a valésagos zajok, -- pontosabban a matematikai
maodszerekkel targyalhatd zajok -- tobbsége ilyen. (Gyakran beszéllink Un. random zajrol is. Itt a
pillanatnyi amplitidé eloszlasa egyenletes, allandé értékd. A DSPLAY program a Gauss és random
zajok eloszlasat kbnnyen szemléltethetbvé teszi.

Zajok esetében a szokasosan mért mennyiségek (atlageérték, effektivérték, csucsérték) kozal
tulajdonképpen csak az effektivértéknek van értelme. HaA eggysagl egyenaramd jelre &xy
szOrasu Gauss eloszlasu zaj szuperponalddik, akkor e jel teljesitménye:

o

teljesit mény = f (A+72G(p)dr =22+ =P_ + P,

—

(Ezt az 6sszefliggést csak bizonyos valdszinlségszamitasi ismeretek birtokaban lehet atlatni,
értelmezni. )

Ez azt jelenti, hogy -- a varakozasnak megfeleléen -- a jel teljesitménye az egyen- és
valtakozoteljesitmények dsszege. Az azonban nagyon érdekes és értékes eredmény, hogy a zaj effektiv
értékének méréseként kapott mennyiség (teliesitmény) a szérasnégyzettel egywt = Dagpetén.

igy tehat egy meglehetdsen dsszetett valdszinlségi adatot viszonylag hétkéznapi maszerrel, vagyis un.
valodi effektivérték mérdvel kbzvetlenil mérhetiink.
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69.Abra: A Gauss-zaj ésfehérzaj

AT

Ha ismerjik a0 értékét, vagyis az egy Hz savszélességre jutd zajteljesitmény nagysagat, akkor a B
savszélességil fehér zaj teljesitménye az alabbi 6sszefligsgidlhato:

Pzaj = ng 8
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il [p 100 ll [p 96] :I [p 97]

Kovetkezd:[Kvaziperiodikuselek mérése zaglenletéberip 100 Fel: [ Jelekvizsgalata zgj
lelenlétébelip 96] El6z3[A zajokjellemza] [p 97

Integralé voltmérd

Régota hasznalatos méréstechnikai fogas, hogy zajos egyenfesziiltségl jelet tgy mérnek, hogy
bizonyos ideig integraljak. Osztondsen érezhetd, hogy igy az ingadozasok csokkennek, a zaj
“kiatlagoldodik”. Az integralasbol adddé zajcsokkenés mértékét viszonylag egyszer(en
meghatarozhatjuk.

A T ideja integralas sulyfiiggvényérd [p 99] bra alapjan allithatjuk eld. Ha egy delta fliggvényt
ideig integralunk, akkor szélességl impulzust kapunk, az iddszak végén ugyanis az integralas
megszlnik. Teermészetesen az integralt értéket egy alkalmas szamlald, vagy egyéb eszkoz
megorizheti. Az integralassl nyert impulzus teljesitményspektrumat Fourier transzformécioval
allithatjuk eld. A spektrum “zéme” ai=1/T tartomanyba esik, a tovabbi szakaszok elhanyagolhatok.
Ha a bemen® z& savszélességl Bgeljesitményl volt, akkor a kimeneti zaj:

a2
—_— —_— 7 h'E
F,.j = o = noB.gs BT
Lathatjuk, hogy BT érték ligyes megvalasztasaval a kimeneti zajt a bemeneti zaj téredékére
csokkenthetjuk.

Erdekességként megemlitjiik, hogy az integral6 voltmérdk integralasi idejét altalaban a haldzati
fesziltség periédusidejének egészszamu tobbszordsére valasztjk, hogy az ebbdl a zavarforrasbol
szarmazo0 hibat a lehetséges minimum kdzelében tartsak.

be . ki . bemeneti za)

(J) .E. ‘ -

!
be ' ] 2

t 1 V()

.

ki ) _
o - . z |
oz ]

70.Abra: Az integral6 voltmérd makodésive

t:?.m

-1

eﬂ-\-ﬂ;tfv.
Yadusrélesadg = 1/T
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il [p 103 ll [p 96] :I [P 99

Kovetkezd:[lsmertjelalak amplitudojanaknérésdp 103 Fel:[Jelekvizsgalata zgelenlétebefip 96]
El5zd[Integralovolimérd[p 99

Kvaziperiodikus jelek mérése zajelenlétében

A zajok integralassal/tsszegezéssel valo eliminalasanak technikaja periodikus, vagy periodikussa tett
jelek esetén is j6 eredményekre vezet. Periodikussa Ugy tehetink jeleket, hogy egy-egy triggerjel
hatasara lezajl6 folyamatok eredményét 6sszegezzik. Ez az eljaras igen gyakori pl. a
neurofiziol6giaban, a geofizikai mérések egy csoportjdban, stb.

Az integralas csak akkor hatékony, ha igen nagy pontossaggal ismerjik a peridédusidot és a
fazishelyzetet, vagy a mérendd és 6sszegezendd folyamatot ismert jelekkel mi magunk valtjuk ki.

Az integralas/osszegzés megvaldsitasafic@[p 100 abra vazlata szeritrtidok6zonkénk-szor

mintékat veszink a mérendd folyamatbol, é\Negrer megismételjik, -- a mért jeleket pedig
"csatorndnként" 6sszegezzik. A mintavételi folyamatokat inditéjelek kedeményezik, - ezeknek
természetsen nem kell periodikusaknak lennilk, ha ezek az indit6jelek egyuttal a mérendd folyamatot
is azonos modon triggerelik.

Az eljaras értékelésére leginkabb a jel/zaj viszony vizsgalata alkalmas. Az 6sszegezés a hasznos jel
amplitudojatN-szeresére noveli, ugyancsak N-szeresére ndvekszik a zajokbdl szarmazé szorasnégyzet
is. Eredoként azt kapjuk, hogy a jel/zaj javulas mérdékeégyzetgydkével aranyos. (Ismételten

utalnunk kell bizonyos val6szinlségszamitasi ismeretekre.)

mditd jlek E _ i)
! [ g-zaj.lmﬁréﬂ \Fﬂ'j
mdrds 1. r-Lﬁ'Ec.! L mérds 1. -_E- _ N‘I‘J{'I-}
] b g e
! i ] je] _ .
kT L _
: 28] | javutan VIV

71.Abra: Mérések megismétlésének hatagiNaviszonyra

A modszer hatékonysaganak illusztralas4rd pp 101] abrara utalunk. Az abra felsd részén az agybol
valamilyen (pl. akusztikus) inger hatasara kivaltott jelet mutatunk, amelyet egy idegsejtbe bedugott
kicsike elektrodaval detektalunk. Ez a jel kiértékelhetetlenilll zajosnak latszik. 64 atlagolas utan - az
abra als6 részén -azonban jél lathatd a tényleges hullamforma, mely mar tovabbi 6sszegezéssel sem
valtozik lényegesen. - Siker(lt tehat olyan folyamatot egyértelmien régziteni, amelyiknél a zaj
mértéke az egyedi események amplitidéjanal Iényegesen nagyobb.
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72.Abra: A jel/zaj viszony javulashi=64 atlagolasitan

Az 0sszegezési eljaras a frekvenciatartomanyban is értelmezhetd. Ezért hatarozkiudzérag,
egymastl iddkozzel kovetd delta fiiggvénybdl allé fekkvenciaspektruméat:
e TN _ 1 1 — g— TN LjuTN{2,—juT 2

N -1
1 ,
— —jurl — N —
V(m} N E_n: £ N(E—juTN - 1} N 1= T pjuwTN{2p—jnT 2

1 F2ain{wNT/2) — IV (£} = 1 sin{x fNT)
N §2&in{wT/2) N ain{r fT') )
A frekvenciakarakterisztikak alakjaf7g [p 101] abran lathatjuk. Az abra nagyon érdekes: azt mutatja,
hogy a mintdk szamanak novelésével a karakterisztika egyre inkabb “fésliszer(” lesz, vagyis csak
olyan periodikus jelek tudnak rajta atjutni, amelyek komponensei éppen a karakterisztika “fogaival”
egyeznek meg. K4 [p 101] bra ennek a ténynek egy specilis alkalmazasat mutatja. Itt egy 200
Hz-es négyszdgjel és egy 200.1 Hz-es szinuszhullam egy szakasza lathatd. 16000 6sszegezés utan
csak a négyszogjel marad. A fésls szrd fogainak savszélessége ez esetben kb. 0.01 Hz !
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73.Abra: Négyszogjel kiszOrédésisszarbvel
74.Abra: A féstsszOrdrekvenciakarakterisztikaja

il [p 103 ll [p 96] :I [p 99

Kovetklezd:|lsmertjelalak amplitudéjanaknérésdp 103 Fel:[Jelekvizsgalata zaelenlétébelp
96] El6z6:|Integralévoltmeéerd[p 99|
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il [p 106 ll [p 96] :I [p 100

Kovetkezd:[Wienerszarélp 106 Fel: Jelekvizsgalata zajelenlétébelip 96] EI6z5[Kvaziperiodikuk
[elek mérése zaglenlétébefip 100

Ismert jelalak amplitudojanak mérése

Egyt szélességl négyszdgimpulzus amplituddjat kivanjuk igen széles savu fehérzaj kdrnyezetében
megmeérni. Mind a zaj, mind a jel egyidedlis alulateresztd hal6zaton halad keresz{@B(p 103

abra. Vizsgaljuk meg kvalitativen, hogyan valtozik az idealis alulateresztd kimenetén a jelnek és a
zajnak a ngysaga. Az 4bra jobb oldalan az latszik, hbggvszélességének novelésével a kimeneten
észlelhetd jel amplituddja egy hatarig ndvekszik, majd gyakorlatilag allandé értékd marad. A
kimeneten észlelhetd zHjsadvszélességének névelésével aranyosan nd. Sejthetd, hogy létezik egy
optimum, amikor a jel mar elég nagy, de a zaj még mérsékeltt, vagyis a jel/zaj a legnagyobb értékd. A
jel/zaj fogalom igen fontos, szamos szakma haszndlja.

75.Abra: Az illesztett szOré&lve

A kérdést altalanosabban is fogalmazhatjuk. Ha ismerjik a bemendgjel alakjat, hogyan kell a hal6zat
frekvenciakarakterisztikgjat megvalasztani, hogy a kimeneten megjelend jel maximumabdl a lehetd
legnagyobb biztonsaggal kdvetkeztethessiink a bemendjel amplitidéjara?

Keressuk az alabbi 6sszefuggés maximunithfiiggvenyeberdS/N = Signal/Noise ratio = jel/zaj
viszony):

§ 1, sl )hlte — r)drP
N g ffnm R2(7)dr

103



Ui

s

Alaposabb - itt nem részletezett - matematikai elemzés szerint maximalis értéket akkor kapunk, ha
Bt =wityg —1

*) ( ) , vagyis optimalis hal6zatvalasztas csak a bemendjel ismeretében lehetséges. (Az
esetleg nekiink Gizend kis-z6ld-emberkék jeleit tehat semmiképpen sem tudjuk -- legalabbis kezdetben
-- optimalis kdrilmények kdzott detektalni.) Ha a haldzat a jelhez ilyetén mdédon alkalmazkodik,
akkor an. illesztett-sz(rds jeldetektéalasrél beszélink. Természetesen a hal6zat

() = v{to — 1)

frekvenciakarakterisztikgja is pontosan meghatarozh_ " feltételbdl.

lllesztett szOrét LRC elemekbdl nem minden bemend jelalakhoz lehet késziteni, példanak okéért az
exponencialis lefutasu triggerjel tukrozott valtozata fizikailag lehetetlen haldzatot tételez fel.
Természetesen digitalis sz(rdvel ez is megkozelithetd, tetszplegessaggal.

Arra a kérdésre, hogy mennyire érdemes az illesztett sz(rds optimumra toref@dpi1a4 abrarol
kaphatunk némi informéciét. Ha egyszélességl impulzust kilonb&g&avszélességl alulateresztdn
kuldiink keresztul, akkor a jel/zaj az idedlis esethez képest természetesen rosszabb lesz. A romlas
mértékét az abrardl olvashatjuk le. Az is lathatd, hogy az idedlis alulatereszté sz(rd sokkal kevésbé
érzékeny az impulzuszélességére.

[}
U‘E{.‘-—B—dn——.—-—.-.q-— —— —— —
i RC Mufﬂ’-teﬁazté‘
~ 1B ral e idedlis alul-
V4 N, Py “‘-\riterf.!zfﬁ
V4 N\ ' \
Y
/ 2N
] \ ' H"'\
/ 4 "~ -
f. f .h‘ "l-li..-
rd
- 1{ -
Br=1

76.Abra: lllesztett szOrd optimuma idedlis és RC alulateresztd ss@atén
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Az illesztett sz(rd fogalmahoz masfajta gondolkodassal is eljuth§@ig 105 abra). Tételezziik

fel, hogy a bemendijel két Dirac-deltabdl all, amelyek egymashoz képesti amplitidoéaranyat ismerjuk.
Keresslik azt a hal6zatot, amely a két jelet -- zaj jelenlétében -- gy kombinalja, hogy egyetlen
mérésbdl minél pontosabb adatot kapjunk a bemendjel amplitudéjara, A-ra.

L . F S
w{t) : kéel.(T)
i
4 créd & 1
il e a2 "F Ll +
i, I NS
pa——— . ki
H
L:. " -l JI{ !
kil T) -
i} . 1 @ i
+ e - —.-f_—
ki I
-

77.Abra: Két Dirac-deltabdl allé jel amplittdomérésének optimalizalasa illeszétével

§ (A+4af)® A% (1+ap)’ ) (S

N BA+AF m 1+F (v) > o=

(n + fngpy =n? + 28nngy + F2ni

A héloézatként valasszunk egy nagyon egyszeri digitalis (FIR) szOr6t, amelynek egyetlen patamétere

) ismeretlen. A jel/zaj-ra felirt 6sszefiiggés szélsdérték helyének kere 10sszefliggésre
vezet. (Az 6sszefliggés levezetésénél felhasznaltuk azt a tényt, hogy a kell6képpen késleltetett zajjelek
szorzatanak atlagértéke zérus.) A halézat sulyfiiggvénye tehat a bemendjel tikodrképe lesz, - amint azt
az eldbbi, altalanosabb meggondolashdl is lattuk.

il [p 106 ll [P 96] :I [p 100

Kovetklezo:WienerszlréHp 106 Fel: Jelekvizsgalata zaelenlétébelip 96] El6z06:
[Kvaziperiodikugelek mérése zaglenlétébefip 100
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il [p 109 ll [p 96] :I [p 103

Kovetkezd:[FGkomponenanalizi$[p 108 Fel: Jelekvizsgalata zaglenlétébe}ip 96] EIoza[lsmer}
[elalak amplituddjanaknérésHp 103

Wiener szlrés

Hiuw
A 1.6 fejezetben lattuk, hogy a dekonvollcié segitségéve " halézat torzitdsat egy

K({w)=1/H(w) _ _ .
korrekciés hal6zattal kompenzéalhatjuk a frekvenciatérben. A médszer
alkalmazasanak mindenképpen korlatot szabnak a zajok. Erdemes tehat megvizsgalni, hogy zaj

jelenlétében hogyan lehet meghatarozni az optimalis szQr6t.

Vaelw) =W (w)H(w) v (t) = vgg + 2(H) .
n , €s mérjuk a zajc jelet, aholz(t) a mérés
o - K(w) o Valw)
soran megjelend zajt irja le. Az optimé " sz0r0 az lesz, amelyik eseténan = " -t

~

Legye

w W
megszarve, majd ezt dekonvolvalv -val az igy kapotV/ a legjobban kézel be -hez. Azaz
Vi{w) = Vo(w)K (w)/H(w)
Joee | V(W) = Vielw} PP do

A o Vi)
esetér minimalis. Behelyettesitv -t kapjuk, hogy:

f_m | (Vi (w) + Z(wNE (W) H(w) = Vig(w) [H(w) | dw

Mivel a zaj és a jel korrelalatlan, ezért keresztszorzatuk eltinik. Ekkor a képlet
oD

f_ | H(w} 72 (| Vaalw) Pl 1= K(w) P +| Z(w} P| K (w) [ )dw

w
alaku lesz. Ez nyilvanval6an csak akkor lesz minimalic, " " mindenws értékénél minimalis.

Derivalva o szerint megtalalhatjuk a minimumot
E(w) = Vaalw) P /(| Vaa ) P + | Z(w) )
Vai(w)

Ez lesz az optimalis Wiener sz(rd alakja. A szrd ugy makodik, hogy h __ " sokkal nagyobb,
A
mint ) , ott 1 kortli értéket vesz fel, ahol pedig a zaj teljesitménye sokkal nagyobb ott pedig kb. a

. . . . ) R, . .
jel/zaj viszony négyzetével csdkkent * értékeit.

Figyeljuk meg, hogy a Wiener szim@mtartalmazza a rendszer sulyfuggvényét, csak a zaj és a jel
teljesitményspektrumat. Az optimalis szOrdhoz ezért meg kell hatarozni a zaj teljesitményspektrumat
: o A Z(w) = konstans B
is (nem fehér-zajunk is lehet!). A legegyszerlbb esetbene_ " helyettesitéssel

Ziw
végezhetjuk el. Nagyobb pontossagot m ( }durva megbecsilésével is kbnnyen elérhetlnk, ui. a

. e, R,
Wiener-sz(rd masodrendben tartalme = -t ésZ-t.
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tja (az egyenszint a kép kdzepérelimva)

78.Abra: A kép Fourier-transzformal
79.Abra: Zajos eredetkép

80.Abra: A sz(rt és visszaalakitkép
81.Abra: Az alkalmazotWiener-sz(rd
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illl [p 96| ﬂ [p 106

Fel: Jelekvizsgalata zaglenlétébe}ip 96] EI6z6[WienerszaréHp 106

Fokomponensanalizis

Alkossanak mérési adataink minden idépillanatbanrediynenziés vektort. Tekints(X kifejtését

] .. iqﬁj - 5
egy ortonormalis (aza ) bazis szerint:
T
X =) yiti = ®Y
=1
=[tby...0,] ¥Y=[r-.¥al7 vi = $:X
, ahol [qﬁl ? ]és " . Az ortonormalitas miatt igaz lesz, ho: i .

Lathatd, hogy¥ egyszer(eX egy elforgatottja lesz. A fékomponens analizisqﬁiert tulajdonsagnak
nevezzik, egy ilyen tulajdonsag értékét az adatolz""irkamponensek mérik.

Tegyuk fel, hogy ki szeretnénk valasztam{< n) olyan -t, amelyikX -et legjobban kozeliti. Enhez

¥ nem hasznalt tagjait (elGre meghatérozal iiéb)nstansokkal helyettesitjuk:

X(m) Zyi¢i+ Z bih:

=m+1

Minimalizalni akarjuk ¢  eltérés-négyzetet, ekkor (az itt szerdp(Pa varhato értéket adja meg):

X = E{le—i(m}ll}
= B Z Z b:}(y; — bs}bi 5}

i=m+1 j=m+1

™

= ) E{{vi-bu)}

—=m+1

b; _ b; = E{y;}

A minimumhoz derivalnunk ke -t  szerint. Innen kapjuk, hog,, . Ezt visszairhatjuk

X2

-be:

T

E = Y B{lyi- By}

i=m+1

= Y FE{(X - EX)(X - E[X])7 )¢

i=m+1

= D) ¢ Txds

i=m+1
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Az itt szerepl€ = az adatok un. kovariancia matrixa. Bebizonyithato, | ,igye az optimalis
valasztas a
Yixths = Ay

,azaz e ‘a sajatértékhez tartozé sajatvektor. igy
T2

X= 3 M

—=m+1

Azt az eredmeényt kaptuk tehat, hogy ¢ 3ko6zelités értelemben) a legjobb lineéris reprezentacioét
akkor kapjuk, ha a kovariancia matrix sajatvektorai szerinti ortogonalis transzformaciot valasztjuk. Itt
Ay 2 A

. N . 3y ~ N . v .
célszer( a sajatvektorokat monoton csékkend sorba rendezni (ddadexz szerin , hai >

j. Az eljaras neve is innen ered: ha csakndz n) “f6” komponenst valasztjuk ki, akkor az eltérés az
eredeti adatoktol minimalis lesz.

1
A[83[p 109 abran ez az analizist lathatjuk két dimenzic')baqb ,ésqi,2 sajatvektorok az eloszlas fo

. L. DI SO B ,
tengelyeit alkotjak, mikdzben — és  sajatértékek megmondjal 1és tengelyek mentén az
¥: = ¢3"K P11 e
eloszlas variancidjat. Mivi , ezér16s¥2 |lesznekX vetilletei a ¢~ és tengelyekre.
92
Xp
A X
b,
Xgp====-="777"" " :..'-""‘ - L
YE - - ! x
- i ]
rﬂ? ------- :.r- T ﬁ‘:?, 1 x
L : I
- 1
- 1
e : oA !
- I
|
?2 : |
i
b, ! 1
|
| L -
—~ m, X, 1

82.Abra: Példa két dimenzidban a fskomponensilizisre.

A ¥i tulajdonsagok tébb szempontbok is vonzdak: pl. ha tt')rt')lj[yr‘i azlajdonsagot, akkor a kdzelités

hibaja -vel nd meg. Ez lehetdséget biztosit az adatok veszteséges tomoritésére is: amennyiben csak a
legnagyobbm sajatkomponenst €s az arra vett vetlleteket taroljuk, akkor a visszadllitds soran az
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T2 TIL

. ,,,,'=m+1‘}‘=' . =14 .
atlagos eltérés értél lesz. Ha ez sokkal kisebb, m , ésm sokkal kisebb,

mint n, akkor jelentds tomaoritést érhetiink gy

Tovabbi j6 tulajdonsag az eljarasnak, hogy az egyes tulajdonsagok egymastél nggetIeneQr""azaz az

sz

biztosit: bebizonyithatd, hogy az dsszes linearis transzformacié kdzll ez a transzformacio
minimalizalja a transzformacidk terében mért entropiamaximuniatinimaxviselkedés).

Erdekességként megjegyezzik, hogy stacionarius iddsorok esetén a f6komponen?"‘imalizis
tulajdonsag-fuggvény«* alaktak lesznek, azaz ekkor visszakapjuk a Fourier-transzformaciot! Ez

taldn nem is annyira meglepd, ha visszagondolunk, hogy a Fourier-transzfor  Aciot
minimalizalassal is bevezethetjik.

X
A fékomponens analizis hatranyai kozott emlithetjuk, hogy nem mindig (fizikailag) érte :'Es a

matrix szamolasakor levonni ,,,[x] atlagértéket. Természetesen ezt elhagyhatjuk, h,,:falnelyett
barmilyen (nem szingularis) szimmetrikus méatrixot vehetiink, de ekkor a korabban emlitett
minimalizaciés tulajdonsag nem lesz igaz. A masik hatrany, hogy az eljaras csak lineéris
tulajdonsagokat képes megtalalni, pl. egy adott sikban kdrivet leir6 adatoknal nem talalja meg
(legfeljebb kozeliti) az adott ivnek megfeleld egydimenzids teret. Ezt a hatranyt az adatok

- x - 7 ~ V)
normalizalasakor ki is hasznalhatjuk: pl.x’zadatoka' szerint normélva a fékomponens analizis

T
] o mEx ) X . . :
rendben végrehajthato, mig, normalast hasznalva ezt nem tehetjik meg, mivel

Yx

szingularis lesz.

illl [p 96| ﬂ [p 106

Fel: Jelekvizsgalata zaelenlétébe}ip 96] Eldzd:[Wienerszaréqp 106
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